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Vorwort zur dritten Auflage. 

Mein Ziel war auch bei der dritten Auflage, ein modernes Buch über 
Differentialgleichungen zu schreiben, ein Werk also, das neben den un¬ 
erläßlichen Elementen die Dinge bevorzugt, denen man heutzutage in 
erster Linie Geschmack abgewinnen dürfte. 

Für die neue Auflage habe ich es mir besonders angelegen sein lassen, 
Druckfehler und sonstige Unstimmigkeiten zu beseitigen, die leider der 
zweiten Auflage noch anhafteten. Überall, wo mir das Wiederlesen des 
eigenen Buches, 3 Jahre nach dem Erscheinen der zweiten Auflage, den 
Eindruck erweckte, daß die Darstellung noch nicht zur restlosen Klar¬ 
heit gediehen sei, habe ich getrachtet, bessernd die Hand anzulegen. 

In manchem Betracht hat es die fortschreitende Wissenschaft er¬ 
laubt, andere Wege der Darstellung zu gehen. So habe ich die Rand¬ 
wertprobleme bei gewöhnlichen Differentialgleichungen im Gefolge 
einer höchst verdienstvollen Arbeit des Herrn Prüfer neu dargestellt. 
Auch einiges habe ich neu aufgenommen, so z. B. einen Abriß der Lie- 
schen Theorie, den PoiNCAR^schen Wiederkehrsatz, die asymptotische 
Integration. An anderen Stellen habe ich wenigstens durch Verwei¬ 
sungen auf neuste Literatur den Leser in Beziehung zu dem Wachstum 
der Wissenschaft zu setzen gesucht. Denn nicht jeder auch erhebliche 
Fortschritt läßt gleich eine Darstellung im Rahmen eines voraus¬ 
setzungslosen und dazu noch umfangbeschränkten Lehrbuchs zu. 

Möchte das Wohlwollen, das der Verfasser sich bemühte, seinen 
Lesern zu bezeugen, einen freundlichen Widerhall finden. 

Berlin, März 1930. 

L. Bieberbach. 
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Einleitung. 


Unter einer gewöhnlichen Differentialgleichung versteht man' eine 
Beziehung 



d y d^y 
dx* dx^^ 


d^y\ 


0 


zwischen einer Funktion y {x) einer Variablen x, einer Anzahl von Ab¬ 
leitungen dieser Funktion und der Veränderlichen x. Wenn Ableitungen 
bis zur w-ten Ordnung einschließlich Vorkommen, so spricht man von 
einer Differentialgleichung n-ter Ordnung, So ist z. B. 


dy 

dx 


^ — y = 0 


eine Differentialgleichung erster Ordnung. 


dx^ ^dx 


+ y^0 


dagegen ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die Benennung 
Ordnung bezieht sich auf die Höchstordnung der vorkommenden Ab¬ 
leitungen und ist nicht mit dem für einige Differentialgleichungen zu 
erklärenden Begriff des Grades zu verwechseln. Wir werden z. B. 


oder 


dy 

dx 


—x—y=0 


dy 

dx 


x^y = 0 


linear oder vom ersten Grad nennen, weil links lineare Funktionen 
dy 

von y = ^ und y stehen. Das Adjektiv bezieht sich darauf, 

daß es sich um Funktionen y {x) einer Variablen x handelt. Es setzt 
diese Differentialgleichungen in Gegensatz zu den partiellen, bei wel¬ 
chen es sich um Funktionen von zwei oder mehr Variablen handelt. 
So ist z. B. 


de , dz 


eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 

Es kann auch verkommen, daß ein System von mehreren Dif¬ 
ferentialgleichungen für mehrere Funktionen oder auch für eine Funk¬ 
tion einer oder mehrerer Variablen vorgelegt ist. Immer aber ist die 

^ Bibbsrbach, DifferentialglelGhungen. 8 . Auü. 1 
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Einleitung 


Aufgabe der Theorie darin zu sehen die Eigenschaften derjenigen 
Funktionen zu ermtteln welche einer vor gelegten Differentialgleichung 
oder einem System von Differentialgleichungen genügen Am nächsten 
hegt es einen exHiziten Ausdruck für diese Funktionen zu suchen Schwie 
riger ist es herauszuhekommen wie der funktionentheoretische Cha 
rakter also z B der Verlauf des Kurvenhildes der losenden Funktionen 
von den Eigenschaften der Differentialgleichung abhangt und aus den 
seihen bestimmt werden kann Es erhebt sich die Frage wie unter meh 
reren Losungen eine mit gegebenen Eigenschaften zu finden ist es handelt 
sich darum den numerischen Verlauf einer als vorhanden erkannten 
Losung zu finden und viele ähnliche Aufgaben werden der Theorie 
vom mathematischen Grubelgeist vom Interesse des physikalischen 
chemischen astronomischen oder technischen Praktikers gestellt Allen 
diesen allerverschiedensten Aufgaben muß eine Theorie der Differential 
gleichungen Rechnung tragen Sie hat die Aufgaben zu klassifizieren 
und die Mittel zu ihrer Bewältigung bereitzustellen so daß jeder Spezial 
fall dann nur noch eine mehr oder weniger große Einzelarbeit verlangt 
Unsere nächste Aufgabe wird es sein die einfachsten Differential 
gleichungen erster Ordnung zu untersuchen Sie sollen von der Form 


sein Dabei sei / [x y) in emem gewissen Bereich der x y Ebene als 
eindeutige und stetige Funktion gegeben^ 

Unter einer Losung oder einem Integral einer Differentialgleichung 



verstehen wir irgendeine der 
Differentialgleichung genu 
gende also differenzierbare 
Funktion Ihr geometrisches 
Bild heißt Integralkurve 
Wir wollen uns an Hand 
einer geometrischen Deutung 
zunächst eine ungefähre Vor 
Stellung über die zu erwarten 
den Ergebnisse verschaffen 
Das geometrische Bild einer 
gewöhnlichen Differentialglei 
chung erster Ordnung (1) ist 
em Tangentenfeld Die Diffe 
rentialgleichung erlaubt es 
namhch in jedem Punkt des 


^ Wegen der Begriffe Bereich und stetige Funktion von zwei Variablen 
vgl man z B meinen Leitfaden der Differentialrechnung 3 Aufl auf S 116 
und auf S 116 
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Definitionsbereiches von f{x,y) die Ableitung der gesuchten Funktion 
und damit die Tangente der gesuchten Kurve zu bestimmen. Wir 
können uns dieselbe in jedem Pimkt durch ein Geradenstück mar¬ 
kiert denken^. Abb. 1 veranschauhcht das Tangentenfeld der Differential¬ 
gleichung 


( 2 ) 


dy X 

dx y ' 


Man kann natürlich nicht in jedem Punkt, aber doch in einigen, 
die Richtung markieren und so schon eine gewisse Vorstellung über 
den Verlauf der Lösungen erlangen. Man kann dazu in irgendeinem 
Punkt des Bereiches beginnen und von da ein Stück Weges der dort 
vorgeschriebenen Tangente entlang bis zu einem Nachbarpunkt gehen. 
Man wird dort wieder der dort 
vorgeschriebenen Tangente fol- 
gen^ bis zu einem Nachbar¬ 
punkt, dort wieder zu der ver¬ 
änderten neu vorgeschriebenen 
Tangente übergehen usw. So 
bekommt man etwa das Bild 
der Abb. 2, Man wird so durch 
jeden Punkt des Bereiches vor¬ 
aussichtlich eine Kurve finden. 

Gegen diese Überlegung kann man einwenden, daß man ja eigentlich 
schon sofort nach dem Verlassen des ersten Punktes die Tangente 
ändern müßte, nicht erst nach einer Weile, wenn anders die gefundene 
Kurve überall die vorgeschriebenen Tangenten besitzen soll. Doch kann 
man sich mit der — später durch einen bündigen Schluß zu bestätigen¬ 
den — Vorstellung trösten, daß man sicher eine gewisse Annäherung 
an die wirkliche Lösungskurve erhalten wird, wenn man mar nie zu 
lange ein und dieselbe Richtung einhält. Eine gewisse Stütze kann ja 
auch diese Hoffnung schon vorläufig in einer Reminiszenz aus der 
Integrälrechnung finden. Betrachten wir nämlich die Differential- 
gleichimg 



d y 
dx 


=/w, 


so haben wir es gerade mit der Grundaufgabe der Integralrechnung 
zu tun, und wir wissen, daß dort tatsächlich die Näherungskurven bei 


1 Den Inbegriff eines Punktes und eines durch ihn gehenden Geradenstückes, 
also analytisch das Zahlentripel (x, y, y') nennen wir Linienelement. 

2 Es könnte 2 weifelhaft sein, in welcher der beiden möglichen Richtungen 
man die Tangente im neuen Punkt zu verfolgen hat. Indessen ist es doch klar, 
daß man so Vorgehen wird, daß die eingeschlagenen Richtungen sich halbwegs 
stetig aneinanderreihen. Nimmt man auf diese Vorschrift Rücksicht, so kann 
man bei genügend kleinen Schritten nie im Zweifel sein, wie man weitergehen wird. 

1* 
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fortgesetzter Verfeinerung des Verfahrens gegen das Integral konver 
gieren Die einzelnen Näherungen sind ]a weiter nichts als die gco 
metrischen Bilder der Naherungssummen welche man bei der De 
finition des bestimmten Integrales zu benutzen pflegt Ersetzt man 
namhch die Kurve des Integranden durch em Treppenpolygon und 
zeichnet die Integralkurve dieses Treppenpolygons so halt diese gc 
rade m den einzelnen Teilmtervallen ]e eme feste Richtung em Diese 
bei der graphischen Integration benutzten Kuiven sind es die als 
einfacher SpeziaJfaU dessen auftreten was wir auch bei den Differential 
gleichungen antreffen (Vgl z B memen Leitfaden der Integralrcch 
nung 3 Aufl S 50/52) 

Wir wollen aus unserer Überlegung die Vermutung entnehmen 
daß durch jeden Funkt unseres Bereiches genau eine Integralkurve der 
Differentialgleichung gehen muß oder analytisch ausgedruckt daß es 
genau eine der Differentialgleichung genügende differenzierbare Funktion 
y [x) gibt die für x = x^ den gegebenen Wert y == yo cinnimmt voraus 
gesetzt daß der Punkt mit den Koordinaten Xq y^ dem gegebenen Be 
reiche angehort in welchem f (x y) gewisse noch naher anzugebende Eigen 
schäften besitzt 

Wir wenden uns nun dazu in einigen Fallen auf einem ersten pn 
mitiven Wege die Losungen emer vorgelegten Differentialgleichung 
wirklich alle anzugeben Wir werden dann stets das eben Gefundene 
bestätigt finden wie denn auch für 

durch 

3 ' =+ 

X 

diejenige Losung gegeben ist welche bei x ^ x^ den Wert y = yo be 
sitzt 

Man kann sich auch m dem vorhin gewählten Beispiel der Dif 
ferentialgleichung (2) losgelost von jeder aUgememen Methode^ leicht 
davon uberzeugen daß unsere Vermutung zutrifft Denn da die Inte 

gralkurve den Punkt {x y) mit der Steigung — ~ passiert muß ihre 

Tangente nach den Regeln der analytischen Geometrie auf der Ver 
bmdungsgeraden dieses Punktes mit dem Koordinatenursprung® senk 
recht stehen Da sie also m jedem ihrer Punkte den auch durch diesen 
Punkt gehenden im Koordmatenursprung zentrierten Kreis berührt 

^ Wir werden bald eine solche anf diese Bitferentialgleichung anwendbare 
Methode kennen lernen 

y 

^ Ihre Steigung ist — so daß das Produkt der beiden Steigungen tatsÄch 
lieh — 1 ist 
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SO sind die Kreise Kurven, welche überall die verlangte Tangente be¬ 
sitzen. Durch 

(3) 

müssen also Lösungskurven dargestellt sein. Man rechnet nach, daß 
die aus der Gleichung 

gewonnenen Funktionen tatsächlich' der Differentialgleichung (2) ge¬ 
nügen. Denn differenziert man diese Gleichung nach x, so hat man 

^ + yy' = 0. 

Also ist wirklich die Differentialgleichung (2) von S. 3 durch die Kreise 
(3) erfüllt. Daß unsere Näherungskonstruktion eine gewisse Annähe¬ 
rung an die Kreise liefert, wird man nach Abb. 1 nicht verkennen. 
In Abb. 1 sind ja die Kreise recht deutlich zu sehen. 



Erster Abschnitt 

Gewöhnliche Differentialgleichungen 
erster Ordnung 


I Kapitel 

Elementare Integrationsmethoden 


§ 1 Die Trennung der Variablen 


1 Ein Beispiel Wir wollen die Methode der Trennung der Vana 
hlen zunächst an der Differentialgleichung 


( 1 ) 



darlegen Die Methode geht von der — vorerst unbewiesenen — An 
nähme aus daß diese Gleichung Losungen besitzt Denkt man sich 
dann für y eine der Losungen der Gleichung emgesetzt so muß die 
Gleichung 


y 


dy 

dx 


— X 


identisch m x gelten Namenthch muß das Integral der linken Seite 
dem der rechten gleich sem Das hefert 


( 2 ) 

X 

Das Integral Imker Hand wird durch die Substitutionsmethode be 
rechnet indem man durch rj =y {^) als neue Integrationsvanable die 
Losung selbst emfuhrt Setzt man y [xg) =yg so findet man 

y —Vo — 

2 2 

Setzt man dann + 3^0 == so hat man m 

+ y® = r* 

eine algebraische Gleichung welcher die gesuchte Losimg genügen muß 
Umgekehrt sieht man auch leicht daß ]ede dieser Gleichung genügende 
Funktion y (x) eme Losung der Differentialgleichung ist Damit ist 
dann der anfanghch noch ausstehende Beweis für die Existenz von 
Losungen nachtraghch erbracht Da es genau einen Kreis um den 
Koordmatenursprung durch den Punkt x^ y^ gibt so haben wur damit 
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genau eine Lösung der Differentialgleichung ( 1 ) gefunden, die für 
X = Xq den Wert y =: annimmt. Da für y = 0 die Differential¬ 

gleichung (1) sinnlos wird, so tragen unsere Lösungen sogar weiter, 
als zunächst zu erwarten war. Auf S. 34 wird diesem Umstand weitere 
Beachtung geschenkt werden. 

Die Verwendung der Substitutionsmethode bei der Berechnung des 
Integrales ( 1 ) setzt weiter voraus, daß auf der betrachteten Integral¬ 
kurve ^ sein Vorzeichen nicht wechselt, daß man sich also auf das Innere 

eines durch die Koordinatenachsen bestimmten Quadranten beschränkt. 

Trotzdem haben wir in den Kreisen auch Lösungskurven durch 
die Punkte der y-Achse gefunden. Es gibt also auch eine Lösung, die 
für X —0 einen gegebenen Wert yo annimmt. 


Bemerkung: Alle in diesem Kapitel zu besprechenden Methoden gehen 
von der Annahme aus, daß Lösungen existieren, und jedesmal kann dieser Be¬ 
weis dadurch nachgetragen werden, daß man hinterher verifiziert, daß die ge¬ 
fundene Lösung tatsächlich der Differentialgleichung genügt. Wir wollen aber 
diese eintönigen-Verifikationen in der Folge weder durchführen noch erwähnen, 
zumal wir auch im folgenden Kapitel einen allgemeingültigen Beweis für die 
Existenz der Lösungen kennen lernen werden. 


Eine Differentialgleichung güt stets dann als gelöst oder, wie man 
auch sagt, als integriert, wenn es gelungen ist, eine Lösungskurve durch 
einen beliebig gewählten Punkt des zugrunde gelegten Bereiches zu 
finden. Das ist in unserem Beispiel der Fall. Verlangt man nämlich 
einen Kreis durch den Punkt der oberen oder der unteren Halb¬ 

ebene, so muß man nur /* = **-!- y\ setzen. 

2. Die Methode. Die eben dargelegte Methode bleibt stets anwend¬ 
bar, wenn die vorgelegte Differentialgleichung die Form 


(3) 


tl — 

d» (p{y) 


besitzt. Dabei möge / (x) im Intervall a ^ x ^b, <p {y) dagegen im 
Intervall a.^y stetig erklärt sein. 95 (y) soll daselbst überdies von 
Null verschieden sein'-. Der Bereich, in dem wir die Differential¬ 
gleichung studieren, ist dann das Rechteck a ^ x ^b, a.'^y ^ ß. 
Man kann die Gleichung so schreiben: 


9>(y)^ = /(*). 


Denkt man sich wieder für y irgendeine bestimmte Lösung eingesetzt, 
so kann man wie oben integrieren, und findet 


J <p(r])dri= J 


Vo 


»0 


^ Das sind Einschränkungen, die wieder die Verwendung der Substitutions¬ 
methode gewährleisten werden. 
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I 1 Elementare Integrationsmethoden 


als eine Gleichung für diejenige Losung y {x) welche für x Xq den 
Wert yQ annimmt^ Wenn die Funktionen / {x) und q) ( 3 /) nicht zu kom 
plizieit sind wird man nun mit der weiteren Untersuchung der Losung 
keine Schwierigkeiten mehr haben In komplizierteren Fallen kann es 
aber geschehen daß mit diesen einfachen Schritten erst die geringste 
Arbeit geleistet ist 

3 Substitutionen, die zur Trennung fuhren Häufig tritt der Fall 
ein daß erst nach Einführung einer neuen unbekannten Funktion oder 
nach Einführung einer neuen unabhängigen Variablen der eben ein 
geschlagene Weg gangbar wird So hat z B 

(4) K == * + y 

nicht die bisher zugrunde gelegte Form (3) Wählt man aber 

v = X + y 

als neue unbekannte Funktion so wird die Differentialgleichung 


Nun können die Variablen getrennt werden solange nicht = — 1 
wird Man findet dann 


oder 

Also wird 


log 






== X • 




ü = — 1 4. + 1) ß»- fl! 


(5) y= -x^l + {l + Xo + yo)e^^^ 

Dabei ist noch Vq = Xq + 3/0 gesetzt Tatsächlich stellt diese Glei 
chung eine Funktion dar die für x = Xq den Wert 3^0 annimmt und die 
der Differentialgleichung genügt Für sie wird nirgends y + x = — l 
es sei denn daß Xq + y^ = 1 vorgegeben wird Dann ist aber die 

Losung 3 ; == — ä: — 1 selbst die also doch auch in (5) enthalten ist 
Durch die gleiche Substitution werden bei allen Differentialglei¬ 
chungen von der Form 

g = /(* + y) 


die Variablen getrennt 

Ahnhch behandelt man 3 ;' = / + ßy) 

4 Homogene Differentialgleichungen Es gibt eme weitere ziemhch 
umfassende wichtige Klasse von Differentialgleichungen in welchen 


^ Der Leser verifiziere daß jede durch, diese Gleichung defmierte Funktion 
der Differentialgleichung (3) genügt und daß es wegen (p (yo) + 0 nach dem Satz 
uher implizite Funktionen solche Losungen gibt 
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sich durch eine einfache Substitution die Variablen trennen lassen. 
Ich meine die Differentialgleichungen der Form 

w %-m- 

Man pflegt Differentialgleichungen der Form ( 6 ) oft auch homogen zu 
nennen. Hier hilft die Substitution 



durch die v als neue unbekannte Funktion eingeführt wird. Die Diffe¬ 
rentialgleichung wird dann 

v' X + v = f[v) 


oder 

X 

Die Variablen sind also getrennt. Will man aber hier die Methode 
von S. 6 verwenden, so muß man neben a: + 0 auch / (a) — « + 0 
voraussetzen. Dadurch wird aber nicht nur das Intervall eingeschränkt, 
in dem die Bestimmrmg ddr Lösung mit Hilfe des Verfahrens gelingt, 
sondern es gehen auch gewisse Lösungen der Differentialgleichung 

verloren. Wenn nämlich die Zahl a der Gleichung / (a) — a 

dx '\x J 

= 0 genügt, so ist 3 / = a* eine Lösung der Gleichtmg ( 6 ). 

Dieses Vorkommnis enthält einen Hinweis darauf, daß es wünschens¬ 
wert sein kann, den Begriff der Lösung weiter zu fassen, als dies bis¬ 
her geschehen ist, nämlich so, daß durch Transformationen, wie die 
eben benutzte, keine Lösungen verlorengehen. Wie das zu bewerk¬ 
stelligen ist, wird später klar werden. 

5. Substitutionen, die auf homogene Differentialgleichungen führen. 
In anderen FäUen führen andere Substitutionen auf homogene Differen¬ 
tialgleichungen. Führt man z. B. in 

(* —y®)+ 2a;y|^ = 0 

V =y^ ein, so erhält man die homogene Gleichung 

l_iL + ^ = 0. 

X dx 

Auf homogene Differentialgleichungen lassen sich im allgemeinen 
auch die folgenden zurückführen: 


dy _ A X + B y + C 

dx ax + h y + c 


Falls nämlich C = 0 und c = 0 ist, so ist die Gleichung bereits homogen. 
Durch eine passende Transformation kann man aber diese Gestalt oft 
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herstellen Der Gedanke ist der Man betrachte die beiden Gciadcn 


A.X By C — 0 d X h y c — 0 

Man bringe durch eine passende Verschiebung des Koordin itcnsysitins 
also durch eine Substitution der Form 

( 8 ) x = u-\-h y = t; + Ä 

den Schnittpunkt der beiden Geraden in den Koordinatenanfang Das 

geht immer wenn Ah — Ba 4* 0 ist d h wenn die beiden Gei idtn 

nicht parallel sind Dies werde also zunächst angenommen 

Durch die Substitution ( 8 ) wird sowohl eine neue unabhiiigif^c 

Variable wie eine neue unbekannte Funktion eingefuhit Mm findt t 

leicht daß , , 

dv _ dy 

du dx 

ist Die Substitution ( 8 ) liefert zunächst 

_ Au + Bv + (Ah-\- B! ^ C) 
du au-{-bv-\-{ah-\-hk-\>c) 

Nun bestimme man h und k aus den beiden Gleichungen 

Ah Bk C Q ah h 1 c ^ 0 

Diese sind lösbar weü -4 6 —Sä+ 0 sein soll Die tiansformuiti 
Gleichung ist dann homogen 

Wenn aber -4 6 — Bä =0 ist so kann man die Gleichung iiuht 
auf eine homogene Gleichung zuruckfuhren aber man k inn hu 6 4* 
die Differentialgleichung so schreiben 

B , N , ^ Bi 

dy + + 6 

dx ax -{-b y -f- c 

Dann führe man durch 

v = äa; + 6}/ + c 

eme neue unbekannte Fimktion v ein Die Gleichung wird d um 

B ^ _ Bc 

b \dx J V 

oder 

__(B a)v Cb ^ Bb 
ax V 

Hier smd die Variablen getrennt Dabei ist angenommen dal^ 6 ■j»’ 0 
sei Der Fall 6=0 erledigt sich ja von selbst weil dann luch B 0 
oder Ä = 0 sein muß wenn nicht wieder der vorwcggcnoniinc nc I ill 

416 — Bä 4= 0 

vorliegen soll Im Falle B = 0 sind aber die Variablen getrennt w ihre nd 
im Falle ä = 0 nach S 8 die Substitution 4 a; + B 3 ; = v zur Tu nnung 
der Variablen fuhrt 



§ 2. Lineare Differentialgleicliungen. 


11 


§ 2. Lineare Differentialgleichungen. 

1. Erste Methode. Die linearen Differentialgleichungen erster Ord¬ 
nung haben die Gestalt 

( 1 ) % + 

Die Koeffizienten j{x) und q){x) mögen in einem Intervall stetig er¬ 
klärt sein. Zur Integration der linearen Differentialgleichungen führt 
der Ansatz y —u-v, durch den zwei Hilfsfunktionen u{x) und v[x) 
eingeführt werden. Die Gleichung wird dann 


u [v' + fv)+‘i/v + <p = (j. 
Nun bestimme man v aus der Gleichung: 

(2) v' f(x)v = 0. 

Dann bleibt für u : 

u'v -j- 59 = 0. 


In beiden Gleichungen können dann die Variablen getrennt werden. 
Man findet 


Daher wird 


V = v^e 


u 


= ~ J 9’ (Z) e dx + uo. 


So hat man schließlich: 


. 

»0 






y = Voe 


Dann wird 


y == 


X 


~j fa)d$ 
e 



e 



dasjenige Integral unserer Differentialgleichung, welches für x == den 
Wert yQ annimmt. Es ist in jedem Intervall stetig und mit stetiger erster 
Ableitung versehen, in dem die Koeffizienten von (1) stetig sind, 

2. Zweite Methode. Wir wollen die Integration der linearen Glei¬ 
chung (1) noch etwas anders darstellen. Zwar ist es im Grunde genau 
das gleiche, doch wollen wir die Gelegenheit benutzen, um an einem 
einfachen Beispiel die Methode der Variation der Konstanten kennenzu¬ 
lernen. Wenn in der Gleichung 


y' + / (^) 3^ + 9^ W = 0 
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I 1 Elementare Integralionsmcthodtti 


q>[x) =0 ist die Gleichung also wie man sagt homo^iyi^ ist so snid 
die Variablen getrennt und man findet als allgtnuiius Inttgi il 

y = Cß ® 

Dabei ist c eme beliebige Konstante^ die Intcgi itioiiskonst uitt I)ti 
Grundgedanke der neuen Methode ist es nun in dti 'inhonw^iHtn 
Gleichung 

y + / W y + 9=^ (^) = Ö 

in der also nun cp[x) nicht identisch verschwindet (hn Ansd/ 
y = c(x) e 

zu machen also die Konstante c{x) zu variieren d h diiuh ( iik noch 
zu bestimmende Funktion von x zu ersetzen (Man (ik( mit ](t/l \vu cli i 
das Produkt von zwei Funktionen das bei dci trstui DusUllung 
den Ausgang bildete) Man findet dann 

c e ® q) (x) = 0 

und berechnet daraus c{x) So findet man dann du schon voihin 
angegebene Auflosungsformel wieder 

3 Die BERNouLusche Differentialgleichung Auf du lm< mn <ilti 
chungen laßt sich die BERNOULLische Diffcnninli^Ii u Inmj^ 

y +f{x)y + <Pi^)y^^0 {n I) 
zuruckfuhren Man hat sie nur so zu schreibe n 


y-n y _j_ ^ <p(^)= 0 

um zu erkennen daß die Substitution i; = y“» uif du lim uc (»Ituhunj^ 

+v f(x) 1 (p{x)^d 

fuhrt 

Oft erweist es sich als nutzheh von dci Diffcnntnlghuhuiij^ fui 
die unbekannte Funktion y{x) zur Differentialgleichung fin du Ihn 
kehrungsfunküon x{y) uberzugehen Ist n imlich a(v) Ix stimmt so 


indticni Snnu l>i y\u hi d U x 


^ Das Wort homogen wird also jetzt m 
den Differentialgleichungen 

dy 
dx 

Jetzt Wht es ach darauf daß die linke Seite oint honiOK« n. I unkf.on 

Wna fl wahrend es sich früher darauf bezog d iß du it < h(( d, ,im 

homogene Funktion von x und y war 

Sie war vorhin mit Vq bezeichnet 


:-Ki) 
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ist natürlich damit auch implizite y{x) bekannt; jedenfalls sind zu 
seiner Bestimmung keine Differentialgleichungen mehr zu lösen. Oft 
ist aber die Differentialgleichung der Umkehrungsfunktion leichter an¬ 
greifbar. 

Wenn z. B. die Gleichung 

^(x^sxiy ~ yx) = 1 
vorgelegt ist, so wird daraus 

+ yx — smy‘X^-=0. 

Das ist eine BERNOULLische Gleichung für x, die wir integrieren können. 

§ 3. Einparametrige Kurvenscharen. 

1 . Kurvenscharen. In einem Bereich B sei die Funktion ip{x,y) 
eindeutig und stetig erklärt. Ihre Werte im Bereich B erfüllen dann 
eine gewisse Strecke einer Zahlengeraden, der c-Achse. Versteht man 
dann unter c irgendeinen Wert aus diesem Intervall, so definiert die 
Gleichung 

( 1 ) ip{x.y) = c 

eine Kurve des Bereichs B. Kurven, die zu verschiedenen c-Werten 
gehören, treffen sich nicht im Bereiche B, weil in diesem Bereich 
y>{x,y) eine eindeutige Funktion ist. Die Gesamtheit dieser Kurven 
bildet eine einparametrige Kurvenschar, c heißt der Parameter der 
Schar. Eine solche Schar kann auch durch eine Gleichimg der Form 

q>{x,y,c) = 0 

definiert sein. Es wird dann im allgemeinen nicht zu jedem x~y-Bsax 
nur ein c-Wert gehören. Es werden vielmehr im allgemeinen durch 
jeden Punkt des Bereiches B mehrere Kurven der Schar gehen. Die 
Auflösung kann dann mehrere Funktionen 

c = v’(*.y) 

ergeben. Wir wollen voraussetzen, daß (p{x,y,c) in einem gewissen 
Gebiete G der x,y,c eine eindeutige stetige Funktion von x,y,c ist, 
die stetige partielle Ableitungen nach x, nach y und nach c besitzt; 

sei in G von Null verschieden. In der Umgebung eines jeden solchen 

der Gleichung 95 (z, y ,c) =0 genügenden Wertetripels Cq werden 

dann die bekannten Sätze^ über implizite Funktionen verwendbar, 
und man hat daher in der Umgebung einer jeden solchen Stelle (Zo, y^) 


^ Vgl. z. B. meinen Leitfaden der Differentialrechnung, 3. Auf!., S. 126ff. 



14 


I 1 Elementare Integrationsmethoden 


eine oder mehrere eindeutige und stetige Auflösungen 


c = ip{x y) c^ = ip (^o yo) 

den verschiedenen Werten c® entsprechend die zusammen mit Iq Vo 
S tellen Xq Cq aus G ergeben für die q) {x^ c^) = 0 ist 

2 Differentialgleichungen Wir setzen nun weiter voraus dill 
y>{x y) mit stetigen ersten Ableitungen versehen sei und nehmen in 
daß Cf, Xq y„ ein der Gleichung (1) genügendes Wertetripcl sei für dis 

dtp 

yo) +0 ist Nach dem Satz über implizite Funktionen gibt cs 

dann in der Umgebung von x = Xq eine stetige mit stetiger crslei Ab 
leitung versehene Funktion y [x) die der Gleichung ^ \j)[x y) gc nugt 
und für die y[x^ y^ ist Das gleiche gilt aus Stctigl eitsgiundcn 
für alle c Werte die von Cq hinreichend wenig verschieden sind D inn 
gilt der Satz 

Die Kurven einer pien einparametngen Kurvenschar genügen (in 
einem wie vorstehend beschriebenen genügend 1 leinen Bereich) einer 
Differentialgleichung erster Ordnung 
Wenn man nanüich die Gleichung 

c=^ip{x y) 

nach X differenziert so bekommt man 


0 = 

dx öy dx 

und dies ist schon die gewünschte Beziehung zwischen y y' dci 
durch unsere Gleichung dargestellten Kurven 
Ist die Schar in der allgemeinen Form 

(2) (p(x y c) ={) 

gegeben so wird analog 


(3) 


d X dy dx 


Ehmmiert man dann c aus den beiden letzten Gleichungen (2) und (}) 
so erhalt man die gewünschte Differentialgleichung 

3 Beispiele Zwei Beispiele werden die Dinge vollends klailtgin 
Die Tangenten emer Kurve 


machen eine einparametnge Kurvenschar 

(2) y = /(f)+/ (f)(a:-|) 

aus I ist der Parameter der Schar (vorhin c genannt) Diffcrcn/icrt 
man nach x so findet man natürlich 

( 3 ) y = f ii) 
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für die Richtung der Tangenten. Nun hat man | aus beiden Gleichungen 
(2') und (3') zu eliminieren, wenn man nicht die beiden Gleichungen 

y = /(!)+/'(f)(A;-|) • 

/ = /'(!) 

etwa als eine Parameterdarstellung der Differentialgleichung selbst 
ansehen will. Tatsächlich werden wir uns später mit Differential¬ 
gleichungen befassen, die in dieser Form gegeben sind oder auf diese 
Form gebracht werden können. 

Wenn z. B. 

r} = P 

die vorgelegte Kurve ist, so hat man 

y = ^^ + 2i(x — ^) 

und 

y' = 2^ 

So erhält man die Differentialgleichung 

y — ^^ ~ y'^ — 4: xy' -|-4y = 0 

der Parabeltangenten. 

Durch 

** + y® = 1 '^ 

ist die Schar der konzentrischen Kreise gegeben. Also wird 

x + yy' — 0 

die Differentialgleichung der Schar. 

Ebenso wird 

2yy' — l = 0 
die Differentialgleichung der Parabelschar 

y^ = x + C. 

§ 4. Exakte Differentialgleichungen. 

1. Die Methode. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen 
führen uns zu einer weiteren Integrationsmethode. 

Wenn nämlich die Koeffizienten P{x,y) und Q{x,y) einer Diffe¬ 
rentialgleichung 

(1) 

in einem einfach zusammenhängenden Bereich B stetige mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Funktionen sind, welche der Integra- 
bilitätsbedingung 

££ = ££ 
dy dx 
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genügen — solche Differentialgleichungen heißen exakt — so gibt 
es nach bekannten Sätzen der Integralrechnung eine in B eindeutige 
und stetige Funktion q> {x y) deren Ableitungen P und Q sind Dann 
besagt aber die Differentialgleichung die man dann in der Form 


( 2 ) 


^ == 0 
dx ‘ dy dx 


schreiben kann weiter nichts als daß längs einer jeden Integralkurvc 
der Differentialgleichung die Funktion (p[x y) einen konstanten Wert 
annimmt Dann ist (p{x y) =C eine Schar von Integralkurven 

2 Beispiele Wenn z B die Gleichung 


vorhegt eme homogene Gleichung die man auch nach S 9 behandeln 
konnte so ist die Integrabihtatsbedingung für die Koeffizienten er 
fuUt Man berechnet dann bekanntheh die Funktion cp[x y) so Dn 
die X Ableitung von (p den Wert x^ besitzt so findet man 

(p = Jx^ix + y){y) = y+ ^(y) 


Hier bedeutet y)(y) eme Funktion von y die mm aus der Bedingung 
zu bestimmen ist daß 



sem soll Das hefert aber 


f (y) = / 

Also wird 

v’(y) = ^ + c 


So finden wir 


„ + 

<p==—r- 


+ c 


Daß die Ableitungen dieser Funktion die richtigen Werte haben bc 
statigt man leicht So sind also 


*8 + ys _ c 

Losungen unserer Differentialgleichung Wünscht man insbesondere eine 
Integralkurve durch den Punkt Xq Xq so wird 

+ y* = *0 + y® 

deren Gleichung 

AUe Differentialgleichungen in denen die Variablen getrennt sind 
können sofort als exakte Differentialgleichungen geschrieben werden 
Aus 
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folgt ja sofort 

/W-9>(y)g = o. 

Man erkennt, daß die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist. 

§ 5. Der integrierende Faktor. 

1. Begriffsbestimmung. Wenn die Koeffizienten der Differential¬ 
gleichung 

( 1 ) P{^.y) + Q{x,y)l^ = o 

nicht der Integrabilitätsbedingimg des § 4 genügen, so kann man doch 
hoffen, dieselbe durch Multiplikation mit einer geeigneten Funktion 
^ y)t in eine exakte Differentialgleichung zu verwandeln. Man 
nennt diese Multiplikator oder integrierender Faktor. Wenn man an¬ 
nimmt, daß die Differentialgleichung Lösungen besitzt, und daß die 
Schar ihrer Lösungskurven durch 

<p{x,y) = c 

gegeben ist, und daß cp partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt, 
so muß die Differentialgleichung auf die Form 

dtp 

dy dx 

dx d<p 

dy 

gebracht werden können. Daher muß 

d(p 

P ^ Tx 
Q ^ d(p 
dy 

sein. Daraus folgt 

d <p d(p 

dx dy 

Setzt man den gemeinsamen Wert dieser beiden Quotienten gleich 
so findet man, daß 

If-MP, 

ist, daß also tatsächlich die Differentialgleichung 

MP + MQ ^ = 0 

exakt ist. 

2, Auffindung eines Multiplikators. Wie kann man aber eine 
solche Funktion M wirklich bestimmen ? Wir setzen voraus, daß M, P 

Bieberbach, Differentialgleichungen. S.Aufl. 2 
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und Q stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzen beti achten 
also weiterhin nur Differentialgleichungen die dieser Voraussetzung 
genügen und nennen auch nur Funktionen der angegebenen Art Multi 
phkatoren Da dann die Funktionen M P und M Q der Integrabihtats 
bedingung genügen müssen so findet man für M die partielle Diffc 
rentialgleichung 

d(MP) _ d(MQ) 
dy d;K 

Man kann sie auch so schreiben 


^ dy ^ dx ^^'^[dy dx)~^ 

Man mag geneigt sein die Integration dieser partiellen Differential 
gleichung für schwieriger zu halten als die der ursprünglich voi 
gelegten gewohnhehen Differentialgleichung Indessen muß man bc 
denken daß man für unsere Zwecke nur irgendeine lange nicht die 
allgememste Losung der partiellen Differentialgleichung braucht Und 
tatsachheh ist es oft leicht aus dem bloßen Anblick dieser Gleichung 
eine ihrer Losungen zu finden 
Wenn z B 


Q\dy dx) 


nur von x abhangt so kann man der partiellen Differentialgleichung 
durch eine Funktion genügen die nur von x abhangt Denn macht 
man die Annahme 


dM ^ 


so reduziert sich die partielle Differentialgleichung auf 


dx \dy dx) 


■dP dQ\ 


oder 


Daraus findet man sofort 


M P —Q 
M- Q 


M = 


C Py-Q 
e'’ ö 


d 


8 Beispiel Die hnearen Differentialgleichungen können auf dicsi 
Weise integriert werden Doch sind dies natürlich nicht die allgemeinste n 
hierher gehongen Differentialgleichungen Denn auch 


y + + sin y + (ir + cos y) = 0 

u X 

kann so integriert werden Ein Multiplikator ist e» 
Integral wird 


Das aUgememc 


e^[xy + smy) = c 
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4. Mehrere Multiplikatoren. Manchmal kann man Vorteil aus der 
Kenntnis des Zusammenhanges zwischen den verschiedenen Multi¬ 
plikatoren ein und derselben Differentialgleichung ziehen. 

Wenn nämlich M[x,y) ein Multiplikator, und i{x,y) =c ein all¬ 
gemeines Integral^, einer gewöhnlichen Differentialgleichung (1) sind, so 
ist auch M-f ein Multiplikator, Denn man rechnet nach: 


dy äx dx ^ ^' dy ‘ dx 




wegen 


d{MP) d(MQ) 


dx 


= 0 


= 0 


Da weiter ein allgemeines Integral auch in der Form 


df df dy 


cpif) = C 

geschrieben werden kann, wenn man unter (p{w) eine willkürliche 
nirgends konstante differenzierbare Funktion versteht, so ergibt sich 
daß auch 

M-<p{f) 

ein Multiplikator ist. 

Wenn umgekehrt der Quotient zweier Multiplikatoren M-^ und 
nicht von x und y unabhängig ist, so stellt 


Mg 


C 


ein allgemeines Integral der Differentialgleichung dar. Wenn nämlich 
/ g in einem gemeinsamen Bereich erklärt sind, und wenn längs be¬ 
liebiger Kurven y =y [x), die dem Bereich angehören, 


und' 


dx 




ist, so stellen sowohl 


g = M,P+ 


dy 

dx 


f[x,y)^c wie g(x,y)=C 

für einen gemeinsamen Bereich ein allgemeines Integral dar. Längs 
einer jeden Integralkurve des Bereiches haben sowohl / wie g konstante 
Werte. Die Werte von g sind also bestimmt, wenn die von / gegeben sind. 

^ Vorbehaltlich einer späteren schärferen Begriffsbestimmung werde unter 
einem allgemeinen Integral eine mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
versehene Funktion f{x,y) verstanden, derart, daß man alle einem gegebenen 
Bereich B angehörigen Integralkurven durch f{x, y) = c darstellen kann. 

2* 
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Daher kann g als Funktion von / dargestellt werden Nun h it ni in ilx i 
längs einer behebigen Kurve 

(P^Qy) 
df ikri(PH-ßy) 

Da aber weiter wie wir eben sahen 

g = r{f) 

ist SO ist auch 

Daher ist wirklich 


ein allgemeines Integral Denn — hat längs ancr jeden Inlc gr ilkui vt 

des Bereiches emen konstanten Wert und besitzt auch stetige pattulh 
Ableitungen erster Ordnung weil dies nach der Bcgiiffsbc Stimmung 
des Multiplikators für und der Fall ist 

5 Beispiel Man kann von diesen Bemeikungcn auch luf di( 
folgende Weise zur Integration von Differentialgleichungen (»cbi uwh 
machen Es sei z B em Multiphkator von 

(y® +*;) + (»:’ 4 y)y =0 

zu bestimmen Wir schreiben die Differentialgleichung so 
(y® + y ) + (» + y y) = 0 

Betrachtet man dann erst einmal die beiden Differentulgh u hungc n 

yi Jf- x^y =0 und X + yy =0 

gesondert für sich so ist man lacht m der Lage die sämtliche n Multi 
phkatoren emer jeden derselben zu bestimmen Die erste be sit/t de n 
Multiphkator und x~^ -|- y-^ = c ist ein allgemeine s Inte gi il 

Also ist 

xr'^y-^F{x- + y ) 

der allgememste Mulüplikator der ersten Gleichung Fm Multiphk itoi 
der zweiten ist lmiäx^ + y^=c ist em allgemeines Integral 
Also ist 

fix + y) 

ihr allgememster Multiplikator Wenn es mm gelingt eine 1 unktion 
m finden die als Multiphkator der beiden DifjerenUalgleichimgin u 
gleich brauchbar ist so ist dieselbe auch em Multiphlator der ursprungluh 
gegebenen Differentialgleichung Es kommt also darauf an der Be dmgiing 

+^) = f(x +y) 
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zu genügen. Man sieht leicht, daß es hinreicht 

/ + 3^^) = und F (x-^ + y-^) = 

zu wählen. Daher ist 

(;^2 

ein Multiplikator der gegebenen Differentialgleichung. Man prüfe die 
Richtigkeit dieser Angabe durch Betrachtung der Integrabilitäts- 
bedingung nach. 

§ 6. Die CLAiRAUTsche Differentialgleichung und 
Verwandtes. 

1. Allgemeine Vorbemerkung. Die Differentialgleichungen 

y = f{^,y') 
y=^f{y') 

x = f (y') 

/) 

werden am zweckmäßigsten dadurch behandelt, daß man 

als neue unbekannte Funktion einführt. Kennt man nämlich erst ein¬ 
mal y' als Fimktion von x, so setze man diese in die gegebene Dif¬ 
ferentialgleichung ein, um damit eine Gleichung zwischen x und y 
allein zu erhalten. Man verifiziert dann, daß sie ein Integral der Dif¬ 
ferentialgleichung liefert. 

2. Die CLAiRAUTsche Differentialgleichung. Den Verlauf des Verfahrens 
wollen wir uns jetzt am Beispiel der CLAiRAUTschen Differentialgleichung 

y = xy' + f(y) 

etwas näher ansehen. Wir denken uns in die Differentialgleichung 
irgend eine Lösung derselben eingetragen. Von den Lösungen wird vor¬ 
ausgesetzt, daß sie eine stetige Ableitung y' haben. Um eine Differential¬ 
gleichung für die neue unbekannte Funktion 

zu bekommen, setzen wir voraus, daß y' eine Ableitung nach x und daß 
f{y') eine Ableitung nach jy' besitze. Wir differenzieren 

y^xp + f(p) 

nach X, So finden wir 


oder 


p^pJrxf {p)p' 
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Diese Gleichung ist erfüllt wenn entweder 


oder wenn 


'p =0 


x + f {i>) = 0 

Ist in einem Intervall p =0 so folgt 


c = constans 

Daher wird dann 

y-=xc + f{c) 

ein Integral Man erhalt so eine Schar von geraden Linien Man wird 
dazu bemerken daß 


y = xc + f[c) 

für konstantes c em Integral der CLAiRAUxschen Differentialgleichung 
ist unabhängig von jeder über die Eindeutigkeit hinausgehtnden Vor 
aussetzung über / (c) 

Im zweiten Falle aber sei in einem Intervall 


Dies mit 


x=^f(p) 


y = xp+f(j>) 

d h mit 

zusammen gibt falls / ' (^) + 0 ist eine Parameterdarstellung einer bi 
stimmten Kurve der x y Ebene mit f> als Parameter die gleichfalls der 
Differentialgleichung genügt Denn auch für diese Kurve wird wie man 
leicht ausrechnet 

y = ^ 

Allerdmgs muß man dazu wie gesagt noch voraussetzen daß / (inc 
zweite nicht verschwindende Ableitung besitzt 

3 Singuläres Integral Diese Einzelkurve die zu der Gtridtn 
schar noch hmzutntt nennt man em singuläres Integral wahrend man 
m Gegensatz dazu die Geraden als partikulare Integrale bezeichnet Im 
alle der CLAiRAUxschen Differentialgleichung ist das smgulare Integril 
^e Enveloppe der emparametngen Schar der partikularen Integrale 
WiU man namheh die Enveloppe der Geradenschar 


y = *c + /(c) 

bestimmen so hat man bekanntiichi diese Gleichung nach dem Para 


^ Ohne jetzt auf eine allgemeine Theorie der Enveloppen einer bcliebiccn 


m^en vorab die folgenden Bemerkungen Platz haben Da wegen der Eindeutig 
von fic) kerne zwei Schaxgeraden einander parallel sind^o schnöden Ä 
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meter c zu differenzieren und dann aus beiden Gleichungen c zu eli¬ 
minieren. So findet man hier für die Enveloppe 

y = A?c + /(c). 

Das ist aber gerade die Parameterdarstellung des singulären Inte¬ 
grales. Da aber nun die Enveloppe von den Kurven des allgemeinen 
Integrals berührt wird, so genügen auch ihre Linienelemente der Dif¬ 
ferentialgleichung. Unter einem Linienelemente verstanden wir ja ein 


je zwei derselben. Wenn man eine Kurve sucht, die von den Geraden der Schar 
berührt wird, so kann man sich gegenwärtig halten, daß zwei genügend benachbarte 
Tangenten sich in der Nähe ihrer Berührungspunkte schneiden und daß der Be¬ 
rührungspunkt der Geraden c als Grenzlage des Schnittpunktes der beiden Geraden 
c und c A für A 0 aufgefaßt werden kann. Der Schnittpunkt aber bestimmt 
sich aus den beiden Gleichungen 

y=.xc^i{c) 
y h) 

oder auch aus den beiden Gleichungen 
y=,xc + f(c) 


Geht man nun zu A —► 0 über, so erhält man, wie im Text angegeben wurde, zur 
Bestimmung des Punktes, in dem die Gerade c die Enveloppe berührt, die beiden 
Gleichungen 


y = xc-irf{c) 
0 = ;«r + /'W, 


oder 


y = - c / (c) -f. / (c) 


die man als eine auf den Parameter c bezogene Darstellung der Enveloppe auf¬ 
fassen mag. Man setze also wieder/'(c) =|= 0 voraus. Man überzeugt sich dann 
leicht, daß die Enveloppe in ihrem Punkt c von der Schargeraden c berührt wird. 
Denn die Gleichung der Tangente an die Enveloppe im Punkte c wird ja 


y = ^c + /(c). 

Bei diesen letzten Darlegungen ist durch f'(c) =(= 0 angenommen, daß die 
beiden Gleichungen 

y=^-cf{c) + f{c) 

tatsächlich eine Kurve bestimmen. Von Interesse ist aber auch der Fall, daß f (c) 
von c unabhängig ist. Sei etwa f (c) — a. Dann wird /(c) = ac-f- fc, also die 
Enveloppe durch den Punkt 

X = ■— a, y 


geliefert. Tatsächlich bestehen dann ja auch die Lösungen der Differentialgleichung 

y=:xy^-\-ay^-\-b 


aus den geraden Linien 
die alle durch den Punkt 
hindurchgehen. 


y =: xc ac + b , 
X = — a , y s^b 



24 


I 1 Elementare Intcgration&iiu tliüdcii 


Wertetripel x y y' oder geometribch einen Punkt ^ y vcuinigt mit 
einer ihn passierenden Geraden Da dann aber alle Linieiu k inc nt c 
der partikularen Integrale der Diffcicntialgkichung gtnUt,tn so gc 
nugt auch ein jedes Lmienelemcnt das ein solches p irükulaK s Inü gi il 
mit der Enveloppe im Beruhrungspunkt gemeinsam hit dci üiffc 
rentialgleichung Da aber die Enveloppe nur solche LiniciKkmcnt( 
besitzt so ist es nicht verwunderlich daß die Envdoppc cki piiti 
kularen Integrale der Differentialgleichung genügt ln diesen iknui 
kungen ist schon das allgemeine Gesetz begiundd diß stets aiith bti 
anderen Dtfferenhalgleichungen d'ie Lnveloppen der partikularen Init 
grale als singulare Integrale der Differentialgleichung ginugcn 

4 Weitere Integralkurven Zum Schluß mochte ich nun noch tut 
eine sehr merkwürdige Tatsache aufmerksim mieluii Mm kinn 
nämlich aus geradlinigen Stucken und einem Bogen dei 1 nvelo])pe 
noch weitere Integralkurven zusammcnselzen M in ge ht \ on c iik in 
Punkte aus und verfolge eine ihn passierende Gerade de i Seh ii bis /u 
ihrem Beruhrungspunkte mit der Enveloppe und veifolge dinn diese 
in der Ankunftsrichtung weiter bis zu einem beliebigen ihiei Punkte 
und gehe in diesem wieder auf die dort berührende Sch irge r idc uht i 
Eine solche Kurve besitzt in jedem Punkto eine stetig sieh ludernde 
Tangente und ist aus lauter Linienelementen der Diffeieutiilgkichung 
zusammengesetzt ist also eine Intcgralkurvc Wir haben so diei Ailt n 
von Integralkurven dei Clairaui sehen Gleichung kennenge lex nt Die 
Geraden die Enveloppe und Kurven die aus Ger ulen und enu in 
Enveloppenbogen bestehen Für die Existenz der I nveloppe mußten 
wir außer der Eindeutigkeit noch die zweimalige Diffeien/ie ibnke li 
von / und /" 4= 0 voraussetzen Kamke^ und Ln bmann Ii ibe n ge 
zeigt daß es weiter keine Integrale gibt Die Beweise konnten doit 
sogar unter geringeren Voraussetzungen über / gefühlt werden 

5 Die LAGRANGEsche Differentialgleichung Auch bei dei J Ae kan( i 
sehen Differentialgleichung 

^ + yf{y) + 9{y') = o 

erlaubt es die Einführung von 

die vorzunehmenden Auflösungsprozesse cist nach dei Integi ition ins 
Zufuhren Fuhrt man namheh y' ^p cm und differenziert nuh i 
so erhalt man 

1 -f ^ / (^) + yf {p)p' (p' (p)p' = 1.0 

Fuhrt man nun noch y statt als unabhängige Variable cm so eih dt 
man 

^ Math Zeitschr Bd 27 * Math Zeitschr Bd 29 
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für p (y). Geht man zur Umkehrungsfunktion y (p) über, so wird 

+ ypfip) + ^ = 0 

und das ist eine lineare Differentialgleichung iüxyi^). 

Hat man aus ihr y als Funktion des Parameters p bestimmt, so 
liefert die Differentialgleichung selbst auch x als Funktion dieses Para¬ 
meters. Daß man so wirklich die Lösungen in Parameterdarstellung 
gefunden hat, verifiziert man durch Einsetzen in die Differentialglei¬ 
chung. 

Ganz ähnlich verfährt man auch bei den anderen Differential¬ 
gleichungen, die zu Beginn dieses Paragraphen aufgeführt wurden. 

§ 7. Ziel und Tragweite der elementaren 
Integrationsmethoden. 

Nach unseren Erfahrungen kann man es wohl als das Ziel der 
elementaren Integrationsmethoden bezeichnen, geschlossene Ausdrücke 
iiir die Lösungen von Differentialgleichungen zu finden. Als , Hilfs¬ 
mittel werden dabei die elementaren Funktionen und die Quadraturen 
d. h. die bestimmten Integrale zugelassen. Es ist ja ein bekannter 
Satz von Liouville^, daß man nicht alle Integrale elementarer Funk¬ 
tionen durch elementare Funktionen ausdrücken kann. Elementar 
heißen dabei alle Funktionen, die sich durch endlich oftmalige Anwen¬ 
dung algebraischer, exponentieller und logarithmischer Prozesse expli¬ 
zit darsteUen lassen. Ebenso sollen jetzt noch endlich viele Quadra¬ 
turen zugelassen werden. Es ist wieder ein Satz von Liouville, daß man 
nicht alle Differentialgleichungen erster Ordnung, die durch NuU- 
setzen elementarer Funktionen gegeben sind, auf diese Weise lösen 
kann. Die Beispiele, an denen das Liouville gezeigt hat, gehören dem 
Gebiet der sogenannten RiccATischen Differentialgleichungen an. Dar¬ 
unter versteht man Differentialgleichungen von dieser Gestalt: 

(1) / = ao {.x) + ai {x) y + a 2 (x) . 

Euler, dessen „Institutiones calculi integralis“ auch heute noch die 
reichste Sammlung elementar integrierbarer Differentialgleichungen 
enthalten, hatte sich damit befaßt, elementar integrierbare Fälle der 
speziellen RiGCAXischen Gleichung 

(2) / + 3/2 = [a Konstante) 

zu finden. Sein Ergebnis ist dieses: Es läßt sich Trennung, der Variablen 
stets dann erreichen, wenn der Exponent 'm unter Venmndung einer 


1 Grelles Journal Bd. 13. 
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ganzen pos%t%ven Zahl k m einer der beiden Formen 

~4Ä , -4Ä 


m = 


oder 


m = 


2Ä + 1 2Ä-1 

geschrieben werden kann Im ersten der beiden Falle macht man du 
Substitution 


^+1 


y = - 


w -{-1 

und gelangt so zu der Differentialgleichung 




2' + = 


? mit n = 


4Ä 


(^ + 1)2*' — - 2AS-1 

In einer solchen geht man dann mit der Substitution 


25 = 


7 _ 1 Z 

^ t 


weiter und gelangt zu 
z 


mit 


V = 


-4(Ä»1) 


(^ + 1)2«' —"“2(Ä-1) + 1 

Somit kommt man durch mehrmalige Verwendung solcher Substitu 
tionen m allen erwähnten Fallen nach endlich vielen Schritten zu 
einer Differentialgleichung 

y 4 - y2 — 

mit konstantem a in welcher also die Variablen getrennt sind Als 
Grenzfall oo ist unter jenen RiccAXischen Gleichungen auch noch 

y + = cix-^ 

enthalten Hier fuhrt die Substitution y = ~ zu einem der schon bc 

handelten Typen Liouville hat nun gezeigt daß die hier aufgefuhrtcn 
die einzigen Falle sind in welchen spezielle RicCATische Gleichungen (2) 
elementar integnerbar sind Damit hat er Beispiele von Differential 
gleichungen gegeben welche mcht elementar oder durch Quadraturen 
integrierbar smd Die LiouviLLEsche Arbeit auf die wegen des Beweises 
verwiesen werden muß steht m Liouvilles Journal de mathdmatiques 
Bd 6 (1841) 

Der Leser wird noch ein Wort über die allgemeine RicCATischc 
Gleichung (1) vermissen Sie wnrd durch die Substitution 

1 dlogu 


(3) 


y = 


(X2 dx 


m die Imeare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(^) agW — (ocg + «1^2) = 0 

ubergefuhrt^ Der von Euler behandelte spezielle Typus (2) fuhrt auf 

u — = 0 

^ Jede lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung kann durch 
Umkehrung dieses Prozesses auch in eine RiccATische verwandelt werden 
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die also für w = elementar integriert werden kann. Elementar 

sind weiter diejenigen dem allgemeinen Typus (1) angehörigen Glei¬ 
chungen zu integrieren, in welchen 

OLo 

«oag = Ci, + «1 = Cg ist (wo c^ imd Cg Konstanten sind). 

OC2 

Denn dann bekommt die lineare Differentialgleichung (3) konstante 
Koeffizienten und kann daher, wie wir S. 153 sehen werden, elementar 
behandelt werden. Bei Betrachtung der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung werden wir nochmals auf die RiccATischen zurück¬ 
kommen und dann noch einen allgemeinen Satz über dieselben kennen¬ 
lernen (S. 156). 

IL Kapitel. 

Die Methode der sukzessiven Approximationen und 
verschiedene Anwendungen derselben. 

Die bisher verwendeten Methoden sind recht primitiv und dem¬ 
entsprechend ist ihre Tragweite gering. Natürlich kann man in hin¬ 
reichend einfachen Fällen Ersprießliches mit denselben erzielen, aber 
in komplizierteren Fällen werden die Resultate rechnerisch recht um¬ 
ständlich. Daran ändern auch nichts die Überlegungen, durch die 
Lie die Theorie der elementaren Integrationsmethoden auf eine syste¬ 
matische Basis gestellt hat^. Aber die Ausbeute dieser an sich schönen 
Überlegungen ist für die Untersuchung der funktionentheoretischen 
Natur der Lösungen und ihres numerischen Verlaufes gering. Immerhin 
soll im Kap. III ein knapper Überblick über diese Gedankengänge ge¬ 
geben werden. 

Wir wollen nun zunächst eine bequeme, gut konvergente Methode 
zur näherungsweisen Integration von Differentialgleichungen kennen 
lernen. Wir werden uns dabei auch gleichzeitig vergewissern, daß in 
der Tat jede Differentialgleichung Lösungen besitzt, und damit auch 
die S. 4 ausgesprochene Vermutung beweisen. 

§ 1. Das Verfahren der sukzessiven Approximationen. 

1. Existenzsatz. Zunächst wollen wir den folgenden Satz beweisen. 

Existenztheorem: In der Differentialgleichung 

W_ Z = fix.y) 

^ SopHUS Lie hat in seinem gemeinsam mit Georg Scheffers herausgegebenen 
Buch: Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans-- 
formationen (Leipzig 1891) eine eingehende Theorie der elementaren Integrations¬ 
methoden gegeben. Man vergleiche auch den Bd. III der gesammelten Abhand¬ 
lungen von Lie, sowie L. Bianchi: Lezioni sulla teoria dei gruppi continui di 
trasformazioni. Bologna 1928. 
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se% j{x y) %n einem gegebenen Bereiche^ Bder xy Ebene stetig und ynu^t 
für jedes dem Bereiche angehonge Punktepaar {x jyj^) und (a v ) di) 
LiFScmjzschen Bedingung 

(2) \i{x y^) — f{x y)\-^M\y^ — y \ 

WO M eine passende von x von y-^ und von y unabhängige positii t /ah! 
ist In B sei ferner^ Es seien weiter a und b zuti hosi 

tive Zahlen die der Bedingung"^ 

(3) aM<h 
genügen und für die das Rechteck R 

\x — XQ\-^a — 

dem Bereiche B angehort Dann gibt es genau eine samt ihrer trsitn Ib 
leitung in \ x — Xq \ ^ a stetige Funktion y = cp [x) die da DijfLrtn 
tialgleichung (1) genügt für die also in | a. — Aq | ^ ß 

9 (X) = fix 9 (x)) 

gilt und die zugleich durch den Punkt [x^ y^ hindurchgeht für du also 

Die im Satz genannte LiPSCHiTZsche Bcdinf^ung ist siclui dum 
erfüllt wenn / {x y) eine in B stetige und bcschi mktc putullc Ab 
leitung nach y besitzt Denn wenn diese dann in B dci ITn^kuhung 

ß j 1 

^ I < M genügt dann lehrt der Mittelwertsatz daß die Ln sc uu/s< hi 
Bedingung erfüllt ist 

Zum Beweis verwende ich das Verfahren der sukzessiven Appiosi 
mationen Um es einzuleiten geht man von irgcndomor stetigen Inm 


^ Unter einem Bereiche der xy Ebene werde cm für allem il cim Punkt 
menge dieser Ebene verstanden derart daß es um jeden ihrer Punkte emt l\it is 
scheibe gibt die ganz zur Menge gehört Außerdem soll die Menge ins nur eau m 
Stuck bestehen so daß man je zwei ihrer Punkte miteinander durch enun cUni 
Bereiche angehorigen Polygonzug verbinden kann 

Diese Bedingung entfallt wenn der Beieich B so definiert ist v, ^ x ^ ji 
y beliebig Dies ist der Fall für lineare Differentialgleichungen 

y = /(^) H 

aber auch z B für 


y = sin y 

Denn ist im ersten Fall in a <; at ^ ^ 

Uw \<M 

so folgt 

|/(v y^)\<M\y^-y 

Im zweiten Fall aber ist 


sin yj — sin y^ = (yj - y^) cos (yj + ^ (y _ yj) 
|smyi-smy2|<|y^-yj| 


41so 
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tion y = yo{x) aus, die nur der Anfangsbedingung 3 ^ 0 (^o) = yo genügen 
und der eine dem Rechteck R angehörige Kurve entsprechen möge. 
Man kann als solche erste Näherung y^ix) etwa die Konstante y^ix) 
= yQ wählen. Man kann aber auch, und das wird, wenn man eine rasche 
Annäherung an die Lösung anstrebt, zweckmäßiger sein, den Polygon¬ 
zug nehmen, den wir schon auf S. 3 erwähnt haben und der den be¬ 
kannten Näherungssummen der bestimmten Integrale entspricht. Aus¬ 
gehend von y = yQ[x) werden die weiteren Näherungen auf folgende 
Weise gewonnen. FaUs 

^ = fix,yo(x)) 

ist, so ist yo{x) eine Lösung. Anderenfalls setze man 

f(x,yo(x)) 

und bestimme hieraus y^ {x) so, daß (ä:^) = y^ wird. Wie man aus 
der Integralrechnung weiß, ist hierdurch yi(x) eindeutig bestimmt, 
und zwar ist 

yi (x)==y<, + ff (I, yo (D) • 

«0 

Nun bestimmt man so aus ^ ==/(*, yi (*)). daß (x^) = y, wird, 
und findet 

y2ix) = yo +Jf(^.yi(i))ä$- 
«0 

Allgemein wird y^ durch 

^ = Vn-l) ’ Vn (*o) = yo 

definiert, so daß 

yjix) = y<, + Jf($, y„_i (D) di 

«0 

ist. Falls eine der hierbei vorkommenden Näherungen selbst Lösung 
ist, falls also z. B. y'^[x) —i[x,yn{x)), yn{Xo)—yo ist, so wird 
!Vn + a»(^) “ yni^) Anderenfalls ist zur Bestimmung einer 

Lösung noch die Konvergenz der 3 /nW zu untersuchen. Dabei wird 
sich dann auch ergeben, daß die übrigen Behauptungen unseres Satzes 
zutreffen. 

Wir wollen zeigen, daß der lim y^ {x) existiert und daß die Grenz- 

»->00 

funktion y{x) =lim yn{^) eine Lösung der vorgelegten Differential- 
»-yoo 

fgleichung ist. Zunächst erhebt sich aber die Frage, ob man die an¬ 
gegebenen Schritte tatsächlich ausführen kann. Das geht dann und nur 
dann, wenn die Kurven y = yn (^) für üas Intervall \ x — Xq\^ a 
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alle dem zugrunde gelegten Bereich angeboren Dies ist ohne weiteus 
der Fall wenn der Bereich B so definiert ist ol^ r ^ ß y beluliij^ 
Liegt aber ein allgemeinerer Bereich vor so muß man untei Herin/u 
hung der Bedingung (3) so schließen Wir nahmen an daß > ^ Vo(\^) 
fm \ x — eine Kurve aus dem Rechteck R ist Nehmen wii iin 

Sinne der vollständigen Induktion an daß v ('i) eint Kiii\t 

aus B ist Dann wird 


InW — yol^ J|/(l V„_i) I < M I A, - Ao 

-l 

Nun ist 


X — XqI^u und M 05 < /-> 


Also ist 

|y«W — yo| < ö 

Daher liegen für \ x — x^\-^a alle Näherungskumn v 
Rechteck 

Weiter bemerkt man daß für \ x -Vo | ^ « 
beschrankt ist Wählt man also N passend so ist 

biW — yoW I b - a:o| 

Ferner wird 

\y2{x)-yi{x)\ = \j\{f{^ y^))d^\^Mj\v^{^)- 

^ \ 


\«(a) 1111 




X ^ 

Allgemein wird wie man durch vollständige Induktion niehwtist 

1 yn W - yn-1 WI ^ ^ 

Denn nimmt man 


I y.-i(x) - y„.Ax) I ^ Mn- N 

als richtig an so folgt aus 

X 

yM - yn-x{x) = J {/U y„_i) - /(I y„_)) di; 

daß 

I y« W — y„-i W I ^ MI / \y„_^ — y I (fir I < M"-’ N '' 

ist 


^ Dies ist die einzige Stelle wo von der Voraussetzung (3) odei von | / (i y) i M 
Gebraucli gemacht wird i / v j-zi 
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Die Reihe 
y{x) 

= yo W + (yi W - yoW) H-h (y„(^) - y„-i W) + • • • 

konvergiert hiernach absolut und gleichmäßig für alle mit \x — XQ\'^a, 
Die Konvergenz ist mit der der Reihe für die Exponentialfunktion 
vergleichbar. Sie ist also sehr gut. Wegen der gleichmäßigen Kon¬ 
vergenz ist y[x) stetig in \ x — XQ\'^a. Da in R verläuft, ist 

/(^^3'w) erklärt und eine stetige Funktion von x. Aus der Lipschitz- 
Bedingung folgt 

\f{x.y) —/(^,y„)|^M|y —y„| 

und daher existiert auch 


\imi{x,yj =f(x,y) 

»->00 

gleichmäßig. Aus 

X 

y«W =yo + //(^.y„-i)'^f 

ergibt sich daher für n-* oo 

y(x) = yo + j f{Ly)d$. 

Xo 

Daraus folgt 

So haben wir also eine Lösung der Differentialgleichung gefunden, 
die der gegebenen Anfangsbedingung genügt. Für \ x — Xq\ <fltgilt^ 
für dieselbe \y{x) — yo\ < ^ M <b. 

Wir wollen uns noch überzeugen, daß sie tatsächlich die einzige 
Lösung ist, die die im Existenzsatz ausgesprochenen Eigenschaften 
besitzt. Nimmt man an, Y {x) und y [x) seien zwei Lösungen, die der 
Bedingung 

y{x^) == Y(a?o) = yo 

genügen, sei das Maximum der Differenz \Y(x)—y{x)\ für 
Xq^x-^Xq~\-ol, oc ist dabei eine Zahl, über die wir gleich noch näher 
verfügen werden. Dann ist 


Aus 

folgt weiter 


\i(x,Y)-f{x,y)\£M\Y-y\. 

T-y ^f(x.Y)-f{x,y) 

Y — y\ ^ Mju\x — Xo \ fjL-OL, 


^ Diese Aussage entfällt in den Fällen, wo M nicht eingeführt wurde. 
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Sei nun weiter a < jji ‘*0 

1 Y(a:) — y{x) | ^ ^ fui Xo ^ x ^ x^, \ a. 

was nur dann keinen Widcispiuch gegen du Difmition von /i Ix 
deutet wenn /i = 0 ist Dann fallen abci ywischt n v v # unr 1 v v „ | ir 
beide Losungen zusammen Ebenso schließt mm ini Inliivill i,, / 

^x^Xq usw Tatsächlich e-usüert also nui tiiii Losung bt 1 gt g« Ix in i 
Anfangsbedingung^ Anfangsbedingung heißt Aihii du Jltdingun^ <UI> 
für y {x^) = sein soll Es ist also am Anfang eiiK s lnt( iv illi s in <1( m 
eme Losung gefunden werden soll ihr Wert voi ge sc ln« bin Du iin 
gangs ausgesprochene Satz ist nun in allen Teilen Ixwpsen Du (« 
samtheit der nach ihm vorhandenen Integrale muhen tlis 
Integral der Differentialgleichung aus Jedes oin/elne eieiselben heißt 
ein partikulares Integral (Vgl dazu die voiliufige 1 ikUiung S l'>) 

2 Bemerkungen 1 Unscic Beweisführung Ußt nicht cilcniitii 
die gemachten Voraussetzungen für die Bichligkcit dci Hdi uiptunj^cn notut iitlu 
sind In dieser Hinsicht hebe ich folgendes hervor 1 ur du I \isti n/ dt i 1 osuhkc n 
reicht die Stetigkeit von y) hm Erst für die Jm/iglcit dti I osurif d h 
ihre eindeutige Bestimmtheit durch die Anfmgsbedingunj.tn nudt tim 
Bedingung wie die LiPSCiiiT2schc gefordert werden Dies Int /utisi I i \n<> ti 
kannt® Emen besonders durchsichtigen Btwtis hil Pukon* I im n 

Beweis dafür daß (1) bei bloßer von f(\ y) vor lusfis* t/tn Stdiglnl tt t 
Losungen besitzt findet der I eser auf S 46ff dieses Bucht s Dil^ du I in/u I < d 
der Losung ohne Lipschit/ Bedingung verlorenstht n kxnu su lil in in < hnn lu i 
der Differentialgleichung 



'+f\i 

’l fÜl 

X 0 

> ==- 

0 

für 

\ 

o 


-ITT 

1 für 

1 0 

an der Stelle x ^ y — 0 Denn 

o 

1 

und y 

t 1 i 1 , 

' sind /v\< 1 1 t) um n duu U 
4 


diesen Punkt Vgl auch S 70 ff 

2 Die Gute der Konvergenz unseres Vtifihrcns <1 h du / ihl <h i Sdintt» 
welche man notig hat um eine gewisse Annilurung in du Tnttj,! dktim /n <i 


zielen hangt wesentlich von der Zahl M d h \on (Um Mi\in\um von in 

dem Rechteck ab Man kann sich gtoincüiseh Ititht iibtiltgdi d lU in in in 
einem gewissen Maße m der Hand hat duith tint pisst mit SuIi tdutuni du 
geometrisch auf eine Drehung des ry Koonlm litnsyslt ms hm lusl mit hur 


^ Mm 1 ann unschwer unser 1 igcbnis dahin cigin/tn <hß <s mit t d< i p 
lundonen keine Losung gibt für die limf{^) ist Wt nn m ui d o vttn < m« i 

X 

Losung f{x) nur voraussetzt daß sie fui Tq < i i a thfit lui/u i b u i i 

und daß hm /(i) “ >o sehen mit dei im J m It n/tlu on m inj t p b< m n 

identisch 

Math Ann Bd 37 1890 \gl dizu G Mu Mith \iin Htl 11 ISOI 
Math \nn 76 
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einigermaßen günstige Verhältnisse zu schaffen. Schon S, 2 war von der geo¬ 
metrischen Deutung der Differentialgleichung die Rede. Ihr geometrisches Äqui¬ 
valent war ein Feld von Linienelementen. Man kann demselben eine gewisse 
Übersichtlichkeit dadurch verschaffen, daß man die Linien einzeichnet, in deren 
Punkten Linienelemente gleicher Richtung liegen. Wir wollen sie die Isoklinen 

df . 

der Differentialgleichung nennen. Wenn nun einen großen Wert hat, so be¬ 
deutet das geometrisch, daß sich auf den Parallelen zur y-Achse die Richtung 
der Linienelemente rasch ändert, daß also diese geraden Linien die verschiedenen 
Isoklinen in rascher Folge durchsetzen. Wenn man also das Koordinatensystem 
so legt, daß die Isoklinen einigermaßen senkrecht zur Richtung der ;»r-Achse 

df 

stehen, so wird im neuen System einigermaßen klein werden und dann wird 

die Konvergenz unseres Verfahrens besser. Das würde auch bei der zeichnerischen 
Durchführung der Methode der sukzessiven Approximationen zur Geltung kommen. 

3, Integralkurven in Parameterdarstellung. Durch eine Differential¬ 
gleichung wird jedem Punkte des Bereiches B eine Gerade zugeordnet. 
Dabei ist es gemäß den über/(^, y) gemachten Voraussetzungen aus¬ 
geschlossen, daß die gegebenen Geraden der ^/-Achse parallel werden. 
Die geometrische Auffassung läßt somit als willkürlich erscheinen, was uns 
wohl bisher als vernünftige Annahme erschien. Drehung des Koordinaten¬ 
systems kann bewirken, d3.Qf{x, y) an einzelnen Stellen unendlich wird, 
und umgekehrt kann man ein solches Unendlichwerden von f{x,y) durch 
Änderung des Koordinatensystems in der Umgebung eines Punktes viel¬ 
fach beseitigen, indem man durch Drehung des Koordinatensystems zu 
einer anderen Differentialgleichung übergeht, die auch in dem bisherigen 
Ausnahmepunkt unseren Voraussetzungen genügt, die aber in seiner 
Umgebung dieselben Geraden vorschreibt, wie die gegebene. Ein Un¬ 
endlichwerden von f[%,y) braucht also nicht notwendig ein singuläres 
Vorkommen im Geradenfeld zu bedeuten. Es kann einfach auf der Lage 
des Koordinatensystems beruhen, und bedeuten, daß eine Integral¬ 
kurve des Geradenfeldes^ der jy-Achse parallel wird. Wenn z. B. 

stetig bleibt, können wir durch Vertauschung von a; und y zum Ziele 
gelangen. Am besten entspricht aber der Übergang zur Parameter¬ 
darstellung der geometrischen Sachlage. Man kann durch irgendeine 

d X • 

Gleichung-^ =: 9 ? (a;, y) mit stetigem (p[oc,y) den Parameter t ein¬ 
führen. (p[%yy) soll dabei längs einer Integralkurve nirgends verschwin¬ 
den. Trägt man nämlich rechts die Gleichung y = f{x) einer Lösung 
ein, so gewinnt man hieraus durch Quadratur ihre Parameterdarstel- 
lung2, wobei noch der ^ = 0 entsprechende Punkt auf jeder Lösung 
beliebig wählbar bleibt, wie es der noch auftretenden Integrations¬ 
konstanten entspricht. Durch Einführung dieses Parameters t kann 

^ d. h. eine Kurve, die in jedem ihrer Punkte die Feldgerade berührt. 

“ Es wird also = ,5 {«, /{^)), also < = J■ 

Bieberbach, Differentialgleichungen. S.Aufl. 


3 
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man dann statt ^ = /(^ y) 2 ,uch schreibtn ^ diese 

eine Differentialgleichung durch das Sj^stem x := cp y' — f q) ci setzen 
Ein entsprechender Existenzsatz lehrt dann wieder daß es untei ent 
sprechenden Bedingungen für / und (p genau eine Losung gibt dit fui 
t =tQ die Werte Xq und yQ annimmt Denkt man noch an die Will 
kur in der Wahl des ^ = 0 entsprechenden Punktes so kann mnx auch 
sagen es gehe nach wie vor durch jeden Punkt Xq Vq genau eine Int( 
gralkurve des Geradenfeldes d h jetzt eine Losung des angegebenen 
Systems^ Diese Betrachtungen legen es nahe den Existenzsat/ luf 
Systeme von Differentialgleichungen auszudehnen 

4? Systeme Man kann nun aber auch auf Systeme direkt die M( thode dt i 
sukzessiven Approximationen ohne jede nennenswerte \ndeiung ulxi 
tragen und so auch noch allgemeinere Systeme betrachten wu / H 

Hier wird man dann x y z bIs drei Raumkoordinaten acuten 
Geometrisch bedeuten dann diese Gleichungen wieder daß jedem Raum 
punkt aus emem gewissen Bereich ein Linienelement zugeordnet wiid 
Und dann geht wieder durch jeden Punkt eine Losung Ich formulu u 
nun gleich den Satz für das allgemeinste System 

§ = /»(^ Vl Vn) (* = 12 **) 

Dte Funkhonen [x y^ seien m einem gewissen Bereich dt) 

X y^ also z B in dem Bereich R \x — Xq \ <a | y* — yj | an 

^ Die durch, einen Punkt gehende Inlegralkurve des Geradcnfeldcs indetl 
sich nicht -wenn man vom Parameter t zu einem anderen ubergeht Denn ist 
dx . dy 

— y) y) ein System das jedem Punkt eine hcldgcruk /u 

weist so ist auch 

d X d y 

= y)h{x y) = y) 

für jedes mclit verschwindende A{* y) ein ebensolches System Es geht aus dini 

d t 

ersten hervor wenn man durch = h(x y) den neuen Parameter t cinfulirl 

Ist dann x =x{t) y = y{t) x(tQ) ==t^ y = y^ eine Integralkurve des ersten Sy 
stems so ist;«;= xifi^)) y = y{i(T)) ^(to) = offenbar dieselbe Kurvt ibcr 

auch Integralkurve des zweiten Systems da t (t) durch 

^ J h(x{{) y (t)) 


gehefert wird 
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deutig und stetig erklärt. Es sei darin 

(4) I fi I < Mi und es sei bi > a . 

Endlich sei in R die 'LiPSCKiTZ-Bedingung 

(5) . + . + ly;_y;'|} 

erfüllt. Dann gibt es genau n in \ x — Xq \ < a stetige und mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene Funktionen yiipc), welche diesen Diffe¬ 
rentialgleichungen genügen, für welche yi [x^ = yf^ ist, und die in 
\ X — Xq \ < a stetig sind^. 

5. Zusatz. Kommt insbesondere auf der rechten Seite x nicht vor, 
so kann man x längs vielen Integralkurven als Parameter auffassen 
und zu einem eine Gleichung weniger umfassenden System übergehen. 
Durch jeden Punkt des A;,yi-Raumes geht dann genau eine Lösung, die das 
ursprüngliche System in Parameterdarstellung liefert. Denken wir ins¬ 
besondere an das ebene System zurück, wo also zwei auf einen Para¬ 
meter t bezogene Differentialgleichungen x' = f[x, y), y' = g[x,y) vor¬ 
liegen, so ist dieser Rückgang auf eine Gleichung nur dann nicht mög¬ 
lich, wenn an einer Stelle Xq, yQ sowohl f{xQ,yQ) wie g{xQ, yo) verschwin¬ 
den. Dann wollen wir diese Stelle eine singuläre nennen. Wir werden 
solche singuläre Stellen bald noch ausführlicher behandeln. Hier sei 
nur einiges angeführt, was aus unseren bisherigen Darlegungen von 
selbst sich ergibt. Der für Systeme ausgesprochene Existenzsatz ist 
auch hier ohne weiteres anwendbar. Es gibt genau eine Lösung, welche 
für ^ = ^0 Werte Xq und y^ annimmt, das ist eben die Lösung x = x^, 
:y ==3^0» geometrisch in der Ebene keine Kurve, sondern eben 
nur der singuläre Punkt entspricht. Auch hier ist wieder^ zu bemerken, 
daß unsere Beweisführung die Behauptung mit umfaßt, daß es auch 
keine weiteren Lösungen gibt, die bei endlichem t^ für t-^t^ gegen x^ 
und y^ konvergieren. Wohl aber kann es weitere Lösungen geben, 
welche für oo gegen x^ und y^ konvergieren. So sind ja z. B. für die 
Differentialgleichung ^ ^ ^ 

dx X * 

deren singulärer Punkt x = y = 0 ist, alle Geraden y == mx Lösungen. 
In Parameterdarstellung kann man das System x' ^ x, y' = y wählen, 

x = e*x^, y — 6*y^ 

^ Es sei dem Leser als nützliche Übung überlassen, die für eine einzelne 
Differentialgleichung in diesem Paragraphen vorgeträgene Beweisführung auf 
Systeme zu übertragen. Besonders mag aber für spätere Anwendung hervor¬ 
gehoben werden, daß auf die Bedingung (4) dann verzichtet werden kann, wenn 
der Bereich Jt so erklärt ist: |^ — I < ^.lle y beliebig. Das trifft insbesondere 
für Systeme linearer Differentialgleichungen zu, d. h. dann, wenn die lineare 
Funktionen der y sind. Ebenso entfallen die Voraussetzungen (4) für alle die¬ 
jenigen unter den /, die z. B. in den y linear sind. 

2 Vgl. die Fußnote ^ auf S. 32. 


3* 
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werden Losungen welche für ^ — cx) gegen x = 0 und gegen 3/ = 0 

streben obwohl x = 0 und 3; = 0 die einzige Losung des Systems ist 
welcher der Koordinatenursprung angehort 

Eine ]ede Differentialgleichung höherer Ordnung kann als Spe/ial 
fall eines Systems aufgefaßt werden Betrachten wir z B die Differential 
gleichung zweiter Ordnung 

(6) y" = f(x y y) 

so kann man y — z setzen Dann ist (6) äquivalent mit dem System 

(7) v' = z 

/ = f(x y z) 

So folgt aus dem Existenzsatz für Systeme auch ein Existcnzsatz fui 
Differentialgleichungen höherer Ordnung Wir kommen S 140 darauf 
zuruck 


§ 2 Die graphische Darstellung der Differentialgleichungen 

Für imsere Zwecke ist die Darstellung vermittels der Isoklinen 
die wichtigste Wir haben oben schon dargelegt daß eine Differential 
gleichung 

= y) 

oder em System von Differentialgleichungen 

^ = g{xy), ^^h{xy) 



Abb 3a Abb 3b 


jedem Punkt eines Bereiches B in 
dem f{x y) g[x y) h(x y) un 
deutig stetig und mit stetigen Ab 
leitungen erster Ordnung versehen 
sein sollen und in dem g und h 
nirgends gleichzeitig verschwinden 
eine Gerade zuordnet und daß also 
eine Differentialgleichung dmch ein 
Feld von Linienelemcntcn gra 
phisch dargestellt wird Um nun in 
diese Darstellung eine gewisse Über 
sichthchkeit zu bringen verbanden 


wir die Punkte des Bereiches 
welchen die gleiche Richtung zugeordnet ist durch Kurven die wir 
Isoktoen nannten (vgl S 33) Wir versehen die cmzelnen Isoklintn 
mit Nummern und merken uns in einem nebenan verzeichneten Gt 
radenplan die zugehörigen Geraden an^ 


1 Man konnte natürlich auch gerade Limen der verlangten SteUung m die 
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In Abb. 3 verzeichnen wir das Bild der Differentialgleichung 

dy X 

dx y 

Abb. 4 zeigt die Differentialgleichung 
d y 


d X 


— ^ 





wobei der kleinste Kreis¬ 
radius als Längeneinheit 
gedacht ist. 

Eine besondere Eigen¬ 
tümlichkeit weisen die 
Linienelemente der line¬ 
aren Differentialgleichun¬ 
gen auf. Diejenigen Li¬ 
nienelemente nämlich, 
welche zu Punkten mit 
gleicher Abszisse gehören, 
sind auf einen festen 
Punkt hingerichtet. Wenn 
nämlich die Differential¬ 
gleichung 

y' + ZWy + gW =0 

gegeben ist, so gehört das Linienelement des Pxmktes x, y der Geraden 

»7 = y — (/ W y + g (*)) — *) 

an. Das Linienelement des Punktes x, aber liegt auf 

’7 = yi —(/Wyi + g'W) (^ —*)• 

Beide Geraden schneiden sich im Punkt 

1 s W 


Abb. 4 a. 


Abb. 4 b, 


l = ^ + 


/(*)’ ^ /(*)’ 

dessen Koordinaten also nur von x, nicht von y oder y-j^ abhängen. 
Man kann daher die Leitkurve 

1 .. g (^) 


^ X 


f[x)’ ^ f{x) 

statt der Isoklinen verwenden, wenn man zu jedem ihrer Punkte die 
zugehörige Abszisse x derjenigen Linienelemente Xfy,y' anmerkt, 
welche auf diesen Punkt hingerichtet sind. Natürlich kann man von 


Isoklinen selbst zeichnen. Es würde aber Wirrwarr geben, wollte man sie hier 
so lang wählen, daß man mit einiger Sicherheit dann durch andere Punkte Parallelen 
dazu ziehen kann. 
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hier aus auch leicht das Isoklinenfeld selbst zeichnen \bb 5 zeigt das 
Bild der Differentialgleichung 

y' = y + 1 

-. 1 / mit dci Lcitkuive 

^ f = t »7 = — - 


1 r\ '—rjS—1 = 0 

7 B dis 

^ __zum Punkt (2 3) gehörige 

Lmienckment finden so 
sucht man den Punkt der 
Leithyperbel dessen Ordi 
nate rj = — ^ ist und vei 
bindet ihn mit (2 3) Dies 
^y liefert die Richtung des Li 

^ 5 nienelemeiits (Vgl Abb 6 

an die Hyperbclpunkte sind 
die Abszissen x angeschneben In unserem Beispiel ist also der 
Hyperbelpunkt zu nehmen an dem 2 steht) 

Will man ausgehend von der Leitkurve die Isoklinen zeichnen 
2 B die zu y' = 2 gehörige so lege man durch alle Punkte dci Lcit 

kurve Parallele zu der gc 
wünschten Richtung der Li 
nienelemente und bringe diese 
mit den zu den einzelnen Kur¬ 
venpunkten gehörige n Par 
aHelen zur y Achse zum 
^ Schnitt So erhalt min zu 

J jeder Abszisse denjenigtn 

^ Punkt dessen Limcnckmcnt 

die gewünschte Richtung hat 

.-- Sowohl Isoklinenfeld wie 

Leitkurve können auch mit 
Vorteil verwendet werden 
Atb 6 wenn es sich darum handelt 

in der schon angedeuteten 
Weise eme erste Naherungslosung der Differentialgleichung zu zeichnen 
Abb 6 zeigt eme solche für die Differentialgleichung 

/ = + y2 

Man kann die Näherungen dadurch verbessern daß man die Iso 
Minen dichter wählt Auch empfiehlt es sich in dem Streifen zwischen 


m 
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zwei aufeinanderfolgenden Isoklinen die Näherungskurve nicht mit 
einer der auf den Isoklinen vorgeschriebenen Richtungen zu zeichnen, 
sondern dazu das arithmetische Mittel der auf beiden vorgeschriebenen ’ 
Richtungen zu verwenden. Daß dies Verfahren bei genügender Ver¬ 
feinerung gegen die wahre Lösung konvergiert, werden wir bald be¬ 
weisen und dabei gleichzeitig auch die Güte der bei jedem Schritt er¬ 
reichten Näherung abschätzen. 

§ 3. Wie beurteilt man die Güte einer Näherung? 

Wenn man fragt, wie gut eine Näherung mit einer Lösung über¬ 
einstimmt, so verlangt man damit eine Abschätzung der Differenz 
zwischen der Näherung und der Lösung. Oben, bei der zeichnerischen 
Behandlung der Differentialgleichung, waren wir in Versuchung, schon 
zufrieden zu sein, wenn wir nur sahen, daß die betreffende Funktion 
angenähert der Differentialgleichung genügt, oder anders ausgedrückt, 
wenn sich herausstellte, daß die Tangenten der Lösungen angenähert 
mit den in den Punkten der Kurve im Feld vorgeschriebenen Geraden 
übereinstimmten. Und hier erhebt sich das Problem. Ich formuliere es 
so: Man hat zwei Differentialgleichungen 

( 1 ) S 

( 2 ) + 

f[oc,y) soll in einem Bereich B stetig und beschränkt sein und einer 
LiPSCHiTZschen Bedingung genügen. A[x,y) soll in B beschränkt sein^. 
Dazu kommt noch eine gleich zu nennende weitere Voraussetzung. 
Man wünscht zu wissen, wie groß die Differenz zweier Lösungen der 
beiden Gleichungen sein kann, wenn diese Lösungen den gleichen 
Anfangsbedingungen genügen. Man wird natürlich erwarten, daß ein 
kleines A{x, y) einen geringen Unterschied der Lösungen bedingt, oder 
mit anderen Worten, daß die Lösungen sich stetig mit der Differential¬ 
gleichung ändern. Es soll sich aber auch darum handeln, den Unter¬ 
schied der Lösungen abzuschätzen. 

Man braucht nur wieder die Lösungen nach der Methode d^r suk¬ 
zessiven Approximationen zu konstruieren; dabei ergibt sich die Be¬ 
antwortung unserer Frage mit Leichtigkeit. Zur Vereinfachung der 
Rechnung wollen wir bei beiden Differentialgleichungen die gleiche 
erste Näherung verwenden. Als solche Näherung benutzt man eine 
Lösung Y{x) der zweiten Differentialgleichung, weil man sonst an¬ 
gesichts der wenigen über A[x,Y) gemachten Voraussetzungen nicht 
sicher ist, daß das Verfahren konvergiert. Ich setze neben der Existenz 


1 Stetigkeit wird nicht vorausgesetzt. 
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dieser Losung voraus daß diese Losung stetig und mit einer AbU itung 
versehen sei die bis auf endlich viele Sprunge stetig ist Diese erste 
Näherung sei 

yo W = W 

Die Losungen sollen so bestimmt werden daß sie für x = Xq den Wert 
y =yQ erhalten Namenthch ist also yo(^o) = ^o(^o) =3^0 setzt 

\A{x y) I < d 

Dann finde ich zunächst die beiden Näherungen 

X 

Vi (''•) = Vo + ff ü yo (^)) 

X 

und 

V M = yo + // yo(i))dS + Ja a y,m)di 

X X 

Ihr Unterschied kann sofort abgeschatzt werden 
|5^(*)—yi(^)l <d|^ —Aol 

Daher wird weiter^ 

\f(x Y) — f{x y^)\<M\Y ^yj_\<dM\x — Xf,\ 

So erhalt man dann die Abschätzung 

IV (^) — yg (^) I == 

= l/{/(l y)-/(f y^)]di+fA(i + 

X X ^ 

Daraus ergibt sich wieder 

\i(x Y)-f(x y^)\<M\Y-y^\<dM^^^-^=^--i-ÖM\x~x^\ 
Und daraus findet man 

I Y - y* 1 < d+ <5M 1^2^'+ d I A - 
Durch vollständige Induktion bestätigt man daß allgemein 
|y-y,J<dM«-^l^^ + dilf«-*li^^+ +<5|^ 

Da aber nun für die Losungen Y(a:) und y[x) selbst 

Y{x) — y (x) = lim {Y (x) — y„ (x)\ 

«"->■00 

wird so fmdet man aus unseren Abschätzungen 
(3) \Y(x) — y{x)\< d\x — x^\e^\<‘-<‘\ 

^ Unsere Annahme über Y^{x) hat zur Folge daß alle Y,{x) mit Y(x) über 
einstunmen M hat die auf S 28 angegebene Bedeutung 
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Diese Formel ist es, die wir gewinnen wollten. Sie gilt für jedes Intervall, 
in dem nach S. 27 ff. das Verfahren der sukzessiven Approximationen 
konvergiert. Die Länge dieses IntervaUes hängt daher nur vom Bereich 
B und vom Maximum des absoluten Betrages von / (^k;, y) ab. 

Sie bringt u. a. zum Ausdruck, daß sich hei festen Anfangsbedin¬ 
gungen die Lösungen stetig mit der Differentialgleichung ändern. 

Ich wende dies insbesondere auf den FaU. an, daß die rechte Seite 
einer Differentialgleichung 

stetig von einem Parameter ji abhängt, genauer, daß sie eine stetige Funk¬ 
tion von x,y und dem Parameter [i ist, solange x,y einem Bereich B 
und II einem Intervall I angehören. Dann hängen auch die Lösungen 
hei fester, d. h. von // unabhängiger Anfangsbedingung stetig von ab. 
Wenn außerdem f[x,y,fj) erste Ableitungen nach y und nach jji besitzt, 
die ihrerseits stetig von x,y,/j, abhängen, so besitzen auch die Lösungen 
erste A bleitungen nach /a, die stetig von x und /a abhängen. 

Die erste Hälfte der Behauptung, welche sich auf die stetige Ab¬ 
hängigkeit der Lösungen von x und ß bezieht, ergibt sich unmittelbar 
als Anwendung der voraufgegangenen Betrachtungen. So bleibt nur 
noch der auf die Differenzierbarkeit bezügliche Teil der Behauptung 
zu beweisen. Dazu bilde man den nach fi genommenen Differenzen¬ 
quotienten auf beiden Seiten der Identität 

(4) 

Man erhält 

A. ( y ^ -f + d;U) — /(Ar,y,^) 

dx\ AfJL / Aß 

Dafür kann man kurz schreiben^ 

Ä © =^{x,y + ^Ay.^ + 

-\- ^{x ,y + d'Äy, ß 'd'A fl) (0<i9'<l). 

Das ist bei festem ß und A^jl eine lineare Differentialgleichung für den 
Differenzenquotienten , eine Gleichung, deren Koeffizienten an der 

Stelle =0 noch stetig von dem in die Lösung eingehenden Para¬ 
meter AfjL abhängen^. Für Zl^->0 gehen die Koeffizienten der Dif- 

1 Im Falle, wo f{x, y,ß) analytisch von y, ß abhängt, entwickle man rechts 
nach Potenzen von A y und A ß (statt der Anwendung des Mittelwertsatzes). 

2 Unter den Ableitungen denken wir uns die Funktion y{x,ß), also auch 
Ay eingetragen. Ebenso denken wir uns ^ als Funktion von x und ß und Aß ein¬ 
gesetzt. Die Koeffizienten der linearen Differentialgleichung können also als' 
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ferentialgleichung (5) in die der linearen Diffeientialgleichung 

(6) = y + y 

über Für a ist nämlich eine feste Zahl zu nehmen so daß y[% fj) 
eine wohlbestimmte Funktion von % ist Daher ist auch bei festem 
Afji Ay eine wohlbestimmte Funktion von % die für A[.i-^0 gleich¬ 
mäßig in X gegen Null geht Daher unterscheiden sich bei festem 
die Koeffizienten von (5) von denen von (6) um Funktionen von x 
die für Afji-^0 gleichmäßig in x gegen NuU streben Man wird vtr 
muten daß die bei Xq verschwindende Losung von (5) bei diesem Grenz 
ubergang stetig in die bei Xq verschwindende Losung von (b) 

ubergeht Falls dies richtig ist so besitzt für d 0 einen Grenz 

wert und somit ist die bei Xq der Bedingung y{xQ) ==_yo genügende. 
Losung von (4) eme differenzierbare Funktion von fi deren Ableitung 
nach fjL stetig von x und abhangt Den Beweis erbringt m in am besten 
durch direkte Integration der hnearen Gleichungen (5) und (6) (vgl 
S 11) Die dort gegebene Auflosungsformel laßt die Richtigkeit unscrci 
Vermutung sofort erkennen Man kann den Beweis aber auch dadurch 
fuhren daß man das über die Differentialgleichungen (1) und (2) gc 
wonnene Ergebnis (3) auf die Differentialgleichungen (6) und (5) an 
wendet wobei also (1) durch (6) und (2) durch (5) zu ersetzen ist 

Wendet man die gleiche Betrachtung auf (6) an dessen Losung 

dy 

^ ^ ist so erkennt man daß aus der Existenz und Stetigkeit dei 

Ableitungen von / nach y und fjt bis zur % ten Ordnung einschließlich 

die Existenz und Stetigkeit von folgt 

Bemerkung Alle Ergebnisse lassen sich auf Systeme ubcitrai^en Der 
Leser überlege sich -welche der vorge-tragenen Beweismethoden man zwtek 
mäßig verwendet 

§ 4 Abhängigkeit von den Anfangsbedingungen 

1 Stetigkeit Der naiven Anschauung hegt die Auffassung nolit 
daß eme geringe Änderung der Anfangsbedingungen eine nui geringe 
Änderung der Losung nach sich zieht Wir wollen die Richtigkeit 
dieser Ansicht bestätigen und zugleich eme Abschätzung der Losungs 
anderung gewinnen Auch hierzu leistet die Methode der sukzessiven 
Approximationen gute Dienste Es sei 


gegebene Funktionen \on x angesehen werden Der Differenzenquotient ist 

zwar auch bekannt Doch soll gerade die lineare Differentialgleichung benutzt 
werden um Näheres über ihn zu erfahren 
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die Differentialgleichung^. Die Anfangsbedingung für die Lösung Y (x) 
derselben sei 

Y' (Xo) = yo ; 

für die Lösung y aber sei y {Xq) = y^ s , v/o j e | <?] sei, rj bedeutet 
eine vorgegebene positive Zahl. 

Dann seien 

Yo (x) = yo yo {x) = yo + £ 

X X 

W = yo + / / (f, W) yi W = yo + £ + / / (I, yo(i))di 

Xq Xfj 

(x) = yo + // (i. Yi) dS ya W = yo + e + //(I. yi(f)) di 

Xq Xq 

Folgen von Näherungslösungen. 

Daraus gewinnt man 

i Yiix) — yi{x)\ < r] + Mr]\x — Xo\ 

--yaWl <rj + Mr]\x — Xo\ 

Vollständige Induktion lehrt allgemein 

\Y„ix)~y„{x)\<n + Mri\x—Xo\ + H-h . 

Durch Grenzübergang folgt 

(2) I Y (%) — y (^) I ^ 77 

Wir haben damit zugleich auch die Größe des Einflusses ab¬ 
geschätzt, welchen eine Änderung der Anfangsbedingungen auf den 
Verlauf der Integralkurve äußerstens haben kann. Hätte es sich uns 
lediglich darum gehandelt, aufzuweisen, daß die Lösung stetig von yQ 
abhängt, so hätte die Bemerkung genügt, daß die Nähertmgslösungen 
stetig von y^ abhängen und daß die Reihe 

yo + (^n ^n-l) 

gleichmäßig in yo konvergiert. Das folgt einfach daraus, daß die Ab¬ 
schätzungen auf S. 30 von der speziellen Wahl von y^ unabhängig 
sind, wofern nur {xq, y^) ein Punkt aus dem S. 28 eingefuhrten Recht¬ 
eck ist. Man gehe nur unter diesem Gesichtspunkt die Betrachtungen 
von S. 28ff. erneut durch! 

Die Lösungen sind also stetige Funktionen der Anfangsbedingungen: 

y = y(^>yo)- 

Zu einem zweiten Beweis dieses Ergebnisses gelangt man durch 
Anwendung des auf S. 40 gewonnenen Satzes. Man mache, um das 

1 Wir knüpfen an die Voraussetzungen und die Bezeichnungen der S. 27 ff. an. 
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einzusehen in (1) die Substitution y(x) — z[x) +6 Dadurch geht 
(1) in 

(3) |^=/(^z + £) 

über Die Losung y [x) von (1) mit der Anfangsbedingung y (%o) ^ 

geht m eine Losung von (3) mit der Anfangsbedingung z (xq) = y^ 
über Man hat also eine Losung Y {x) von (1) und eine Losung z (x) 
von (3) mit gleicher Anfangsbedingung zu vergleichen Daher he feit 
die Abschätzung (3) von S 40 

\Y (x) — z (x) \ < rj M \ x — Xq \ ' 

Daraus folgt 

\Y {x) — y (x) \ < T] + r] M\x — I 

ein Ergebnis das je nach den Werten von rj M \ x ^ Xq\ besser odci 
schlechter sein kann als das oben auf direktem Wege gewonnene (2) 
Dte Lange des Intervalls %n dem d%e gefundenen A hschatzungen gelten 
%st allein dadurch bestimmt daß das benutzte Verfahren der suhze^siven 
Ap'^roximationen konvergiert Nach S 4of4i hangt daher die Intervallangt 
nur vom Bereich B und vom Maximum des absoluten Betrages von f ab 

2 Differenzierbarkeit Die eben verwendete Methode hat abci 
den Vorteil daß sie auch Aufschluß über die Differenzierbarkeit dtr 
Losungen als Funktionen der Anfangsbedingungen liefert Wir können 
nämlich e in (3) als einen Parameter auffassen von dem die Losungc n 
abhangen So liefert der auf S 41 bewiesene Satz unmittelbar das Fr 
gebnis daß die Losungen von (1) eine stetige erste Ableitung nach 
besitzen falls f{x y) eine stetige erste Ableitung nach y besitzt sowie 
daß die Ableitungen der Losungen nach y^ bis zur n ten Ordnung ein 
schließhch existieren und stetig sind wenn die Ableitungen von f[x y) 
nach y bis zur n ten Ordnung einschließlich stetig sind 

3 Zusatz Die Betrachtungen dieses Paragraphen lassen sich wicdc r 
auf Systeme übertragen Hieraus oder auch direkt kann man weiter 
schheßen daß die Losungen auch stetig von dem Anfangswert x^ ib 
hangen Man kann sie also in der Form 

(4) y = <p (x Xo yo) 

schreiben und hat dann falls noch die ersten Ableitungen von / {x y) 
nach X und y stetig sind in <p{x Xf, y^) eine samt ihren Ableitungen 
erster Ordnung stetige Funktion vor sich Man kann diese Gleichung 
nach y^ auflosen und schließen daß die Auflösung 

yo = y}(x y Xo) 

selbst samt ihren ersten Ableitungen stetig von x y Xq abhangt Die 
Auflösung von (4) ist namheh durch 

yo= <P {Xo X y) 
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gegeben. Wenn man nämlich mit {x,y) einen Punkt der durch 
gehenden Lösung bezeichnet, so ist diese Lösung auch durch diesen 
Punkt bestimmt. Demnach muß insbesondere die durch x, y bestimmte 
Lösung durch x^y^ gehen. Also ist 

yo = 

und diese Funktion ist samt den ersten Ableitungen stetig in den 
mehr erwähnten Rechtecken. 

4. Bemerkung: Die Überlegungen dieses Paragraphen erlauben es auch, den 
Einfluß einer gleichzeitigen Änderung von Anfangsbedingung und Differential¬ 
gleichung zu beurteilen. Wenn man dies z. B. auf Differentialgleichungen anwendet, 
deren rechte Seite 

stetig von x, y und einem Parameter fx abhängt, so erkennt man, daß die Lösung, 
welche für x = Xq den Wert annimmt, stetig von den beiden Variablen 
und fl abhängt. Denn eine gleichzeitige geringe Änderung von yQ und jli zieht eine 
geringe Änderung von f{x, y, ß) und also eine geringe Änderung der Lösung y 
nach sich. 


§ 5. Die EULER-CAUCHYsche Polygonmethode. 

1. Die Methode. Cauchy hat die bekannte zur Definition des be¬ 
stimmten Integrales dienende Methode auf Differentialgleichungen über¬ 
tragen. Wir haben den Ansatz dieser Methode schon mehrfach zur 
näherungsweisen Integration verwendet. Schon Euler lehrte ein ge¬ 
nähertes Integral dadurch finden, daß man vom Anfangspunkt aus in 
der dort vorgeschriebenen Richtung ein Stück weit vorgeht, in einem ge¬ 
wissen Punkte dann zu der dort vorgeschriebenen Richtung übergeht, 
um diese ein Stück weit einzuhalten usw. Aber erst Cauchy hat be¬ 
wiesen, daß die Polygone gegen Integralkurven konvergieren. Däß dem 
so ist, kann man mit den uns zu Gebote stehenden Mitteln am raschesten 
folgendermaßen einsehen. Die durch das Polygon dargestellte Funktion 
ist die genaue Lösung einer allerdings unstetigen Differentialgleichung 

Man definiere nämlich Y) =f(x,Y) überall außer in den Punkten 
des Polygons. In den ihm angehörigen Punkten setze man F{x, Y) 
gleich dem Richtungskoeffizienten der oder einer der hindurch gehenden 
Polygonseiten. 

Ich schreibe dann die Hilfsdifferentialgleichung so 

^ = f{x.Y) + {F{x,Y)-t{x,Y)]. 

Setze ich dann noch F — f =A, so werden die Betrachtungen von 
S. 39ff. anwendbar. Jedenfalls soll f{x,y) der LiPSCHiTZschen Be- 
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dingung genügen Daher konvergieren die auf 

y) 

bezüglichen Näherungen v« auf 


bezüglichen Näherungen sind aber offtnbir alle identisch wtiin 
man wie S 39 für Yq die genaue Losung Y (x) dieser Diffen ntialgki 
chung das bekannte Euler CAUCHYsche Polygon nimmt Du st 1 it 
Sachen genügen aber um die Betrachtungen von S 39 ff anwtndbur 
zu machen Man findet daher für den Unterschied zwischen dei genain n 
Losung durch [Xq und der Euler CAUCHYschen Nihtrung 

\Y (x) -- y{x)\<d\x — x^\e^\ 1 

Dabei ist offenbar ö weiter nichts als eine obere Schranke lui dtn 
absoluten Betrag der Differenz zwischen dem m einem Punkte des 
Polygons durch die Differentialgleichung vorgeschricbenen Richtungs 
koeffizienten und dem im gleichen Punkte vom Polygon innegchilttnen 
Richtungskoeffizienten 6 kann daher wegen der glcichm ißigtn Stetig 
keit von f[x y) dadurch beliebig klein gemacht werden diß mm du 
Polygonseiten hmreichend kurz wählt Man hat also das Rt sult li 
Wenn längs einer jeden Seite des Euler Cauchyscä^w Polygons 
die Schwankung von f{x y) kleiner als d bleibt und wenn ferner 7 m 
ganzen Bereich f{x y) der Li'PScmTZschen Bedingung von S 28 genügt 
so ist der Unterschied ^wischen der genauen Losung von 

^ = /(^ y) 

und der Euler CwcHYschen Näherung kleiner ah 

5 I A- —a;o|"II 

2 Verallgemeinerung des Existenzsatzes Ich will noch ciiu An 
Wendung der Euler CAUCHYschen Methode angeben Es soll sich d iruni 
handeln — wie schon S 32 m Aussicht genommen wurde — /u 1 h 
weisen daß der Existenzsatz von S 27/28 für Differcntialglcuhuiig( n 

( 1 ) 

mit einer gewissen Emschrankung schon dann gilt wenn nur /(v y) 
m emem gewissen Bereich B stetig ist Die Einschränkung hegt dinn 
daß jetzt durch jeden Punkt von B zwar mindestens eine Losung von (1) 
geht daß es aber jetzt wie schon S 32 bemerkt wurde im allgcmeiiK n 
mehr als eine Losung durch emen gegebenen Punkt gibt Ich werde 
also folgendes beweisen 
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Wenn f{x,y) im Bereiche B stetig ist und wenn Xq, yQ ein Punkt 
aus B ist, so gibt es eine Zahl a > 0 derart, daß mindestens eine für 
\ X — XqI < a stetige Funktion y {x) existiert, für die (1) in \ x — Xq\<. a 
identisch erfüllt ist, und für die y (x^ = jVo ist. 

Zum Beweise grenze ich um x^,yQ ein B angehöriges Rechteck 
I a; — ^0 I ^ a, \y ^ yQ\^ß ab und ersetze alsdann ( 1 ) durch eine 
Differentialgleichung 

( 2 ) % = g(.x,y). 

deren rechte Seite im ganzen Streifen 1 ^ I = oc stetig ist, und wo 
im Rechteck und an seinem Rande 

gix,y) = f{x,y) 

gilt. Eine solche Funktion erhält man, wenn man außerhalb des Recht- 
g(x.y) = f{x,yo±ß) 

definiert, wo das obere oder das untere Zeichen gelten soll, je nachdem 
y yo> ß oder y yo < —’ ß ist. Dieser Kunstgriff hat den Vorteil, 
daß wir für die neue Gleichung ( 2 ) im ganzen Intervall \ x — Xq \ ^ ol 
eine Lösung erhalten, die dann für alle die :v-Werte der Gleichung ( 1 ) 
genügt, für die sie im Rechteck verläuft. Dadurch ist dann die Zahl a des 
Satzes bestimmt. Diese ist wegen der Stetigkeit der Lösung sicher positiv. 

Zur Konstruktion einer Lösung bedienen wir uns der Polygon¬ 
methode. Zur Herstellung des w-ten Polygones teüen wir das Intervall 
I ^ I ^ a in 2 " gleiche Teile ein, so daß die zum w-ten Polygon ge¬ 
hörige Einteilung durch Halbierung aller der Intervalle entsteht, die 
beim ^ — 1-sten Polygon auftraten. Ausgehend vom Punkte XQ,yQ 
konstruieren wir dann das n-te Polygon, indem wir stets in dem zwi¬ 
schen zwei it;-Teilpunkten gelegenen Streifen eine feste Richtung ein- 
halten, nämlich diejenige, die über dem Xq zunächst gelegenen Teil¬ 
punkt vorgeschrieben ist. 

V=V>n. (X) 

sei die dem «-ten Polygon zugehörige Richtungsfunktion, so daß das 
n-te Polygon selbst durch 

( 3 ) yn(x) = yo + 

xo 

gegeben ist^. Wir betrachten noch 

W yUx) = yo + /g (zJ. W) • 

_ ^0 

^ Die für vorhin durch Worte gegebene Definition läßt sich dann so 

in Formeln ausdrücken. Ein Teilintervall sei von und begrenzt, sei 

der Xq zunächst gelegene Teilpunkt. Dann ist zwischen und Xj^^^ so erklärt: 
y« M * yn (^t)) luid in den an Xq anstoßenden Intervallen ist yf„ (x) ^g{xQ, yo). 
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Alle bei den verschiedenen Polygonen vorkommenden a:-Tcilpunktc 
bilden eine abzahlbare Menge Die Funktionen | \ hegen allt 

unter einer festen Schranke M denn das sind Werte die g{x y) in 
geeigneten Punkten annunmt Daher sind nach (3) und (4) auch du 
I y„(x) 1 und \y^[x) i unter euier festen Schranke gelegen Daher kmn 
man aus der Folge der {x) eine Teilfolge auswahltn derart daß in 
allen Teilpunkten der 

liiny„ {x) 

»—>00 

existiert Man numeriere um das einzusehcn die Tcilpunktc und bc 
trachte die Werte der am ersten Teilpunkte Da sic beschrinkt 

sind kann man eine konvergente Teilfolge auswahlen Die dazu g(- 
hongen Funktionen yn[^) betrachte man am zweiten Tcilpunktc und 
wähle daraus eine auch dort konvergente Teilfolge aus usw 
So möge man nacheinander die Folgen 

yAi (^) (^) 

ynW y 


erhalten deren jede eme Teilfolge der vorhergehenden ist und die 
derart beschaffen smd daß die n te Folge an den n ersten Teilpunkten 
konvergiert Die Diagonalfolge 

yiiW y^i^) 

konvergiert dann an allen Teilpunkten 

Ich werde nun zeigen daß diese Diagonalfolge sogar für alle x ms 
\x — Xq\^ OL konvergiert 

Sei nämlich x-^ eine beliebige Stelle mit | | ^ a so gibt c s 

zwischen x^ und x-^ beliebig nahe bei x-^ Teilpunkte x^ sei ein zwischen 
Xq und % gelegener Teüpunkt über den wir nun gleich passend vci 
fugen werden Jedenfalls ist 

y» (%) — y» (^2) = J 

X 

Daher ist 

|y»(^i) —y« Wl <M\x^—x^\ 

für alle n Man gebe eine Zahl e > 0 vor und wähle so nahe an 
x^ daß 

M\xi — x^I<Y 

Wird Dann ist also 

emerlei wie sonst x^ und x^ gewählt sein mögen 
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Ferner wähle man alsdann n so groß, daß für alle /> > 0 

b«+» (%) — yn W1 < 

ist. Da auch 

1 ^«+2) (^i) y»+» (^ 2 ) I ^ “s" 

ist, so wird 

ly«+i>(%)-y«K)l<s. 

woraus die Konvergenz folgt. Es gibt also eine Grenzfunktion y{x), 
für die 

y{x) =limy„ {x) 

n->co 

in \ x — XqI^cx. gilt. Ich zeige, daß diese Grenzfunktion stetig ist. 

Dies folgt daraus, daß, wie eben schon bemerkt wurde, für irgend 
zwei Werte % und x^, für die 

MI % — ATg 1 < e 

ist, auch für alle n 

I y« W — y« {* 2 ) I < 

ist. Daher ist auch 

1 y K) — y (« 2 ) i ^ e. 

sobald 

M\x^ — x^\< & 
ist. 

Weiter streben die durch (4) erklärten y* [x) derselben Grenzfunktion 
y[x) zu, wie die yn[x ). Denn aus (3) und (4) folgt 

y« (*) — y« (^) = / yn W) — w« Wl ^ * ■ 

a« 

Nun aber sind die Werte von ■^„(<) in den einzelnen Teilintervallen 
konstant, und zwar stets gleich dem Wert, den g(i,yn(^) in der am 
einen Ende des Teilintervalles gelegenen Ecke des Polygones y„ix) 
annimmt. Daher ist wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von g{x,y) 

sobald nur n groß genug ist, d. h., sobald alle Teilintervalle klein genug 
sind. Daraus folgt sofort, daß 

lini(y:(2;)-y„(ir)) = 0 

n->oo 

gleichmäßig für \ x — Xq\^x gilt. 

Ich zeige nodi, daß die 3'n(*) gleichmäßig gegen y{x) konvergieren. 
Dies kann den vorausgegangenen Betrachtungen sofort entnommen 
werden. Denn wir haben folgendes bewiesen: Wenn 

1*1“ * 2 ! < Ym 


Bisbbrbach, DifferentialgleichuDgen. S. Auf]. 


4 
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ist SO folgt aus 

I ^72+2) (^ 2 ) yn (-^ 2 ) I y 

daß 

|y«+j. (%)—y«(%)i <e 

Man gebe daher ein e > 0 beliebig vor und teile das Intervall 

1 ^*—Ao| ^ OC 

in endlich viele TeilintervaUe ein deren Lange kleiner als ist^ Zu 

]edem Teilintervall gehört dann eine Nummer N derart daß im ganzen 
Intervall 

I y«+i. (*) —yn{x)\<s 

ist fm beliebiges p >0 und n > N 

Das größte dieser endlich vielen N sei N' Es hat die Eigenschaft 
daß für n > N' und ^ > 0 m jedem der Intervalle also auch im ganzen 
Intervalle 

ist Daher folgt aus 

X 

y*^{x) = yo + Jgii yn{i))dt 

X 

in Verbmdung mit der gleichmäßigen Existenz der Grenzwerte 

y{x) = hmy„{x) 

«->00 

und 

y {x) = hmy* {x) 

n-yoo 

und in Verbmdung mit der Stetigkeit von g{x y) daß 

X 

y(*) = yo + /g(!! y)dt 

X 

ist und daraus folgt durch Differentiation daß y{x) eine Losung von 
(2) ist für die y{a:o) = y^ gilt 


1 Dann laßt sich nämheh in jedem der IntervaUe eine Stelle finden so daß 
für alle anderen Stellen x^ des Intervalles 




ist An jeder Stelle also auch bei existiert hm y (x^) Also gibt es ein N so 

«->oo 

daß für alle n > N und alle ^ > 0 

I yn+, w — y« {Xi) I < -1 

ist Also ist für alle Stellen x^ des Intervalles für » > IV und alle ^ > 0 
1 Vn+B (^i) — y„ {Xi) I < e 
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Wir haben schon S 32 bemerkt daß es im allgemeinen noch weitere 
dieser Anfangsbedingung genügende Losungen gibt Man vgl auch noch 
die Bemerkungen auf S 70 ff 

§ 6 Integration durch Potenzreihen 

Wenn f{x y) e^ne analytische Funktion seiner Argumente ist so 
werden auch die Losungen der Differentialgleichung 

analytische Funktionen Wir wollen uns davon uberzeugen 

Ich setze voraus^ daß f{z w) in dem durch \z — Zq\^A und 
\w bestimmten Bereich eine eindeutige analjrtische Funk¬ 

tion der beiden komplexen Variablen z und w sei^ In diesem Bereich 
sei weiter 

I / (^ I < M 

Ferner seien a-^A h^B so gewählt daß 

h> aH 

Es soll eine Losung der Differentialgleichung 

g=/(.«.) 

gefunden werden die für z = Zj den Wert w = i»o annimint Man 
Vgnn auch jetzt die Losung nach der Methode der sukzessiven Appro 
ximationen finden Nur müssen jetzt einige Abschätzungen etwas an 
ders gewonnen werden Wir benötigen vor allem eine Abschätzung 

|/(z i»!)—/{z lerj)! ^ Af lie»i —ze-al 

Diese gewannen wir S 28 aus dem Mittelwertsatz* Hier muß etwas 
anders geschlossen werden Man muß ja nur erkennen daß 

f{z IDg) 

W-^ — — 

ist bei passender Wahl von M Nun ist aber 

f [z Wi) — /(z Wg) = ^z w) dw 

W 

^ Man vgl die Voraussetzungen auf S 27/28 

2 Sie soll also nach z und nach w differenzierbar und als Funktion der beiden 
Variablen z und w stetig sein 

® Der Leser vergleiche zum folgenden stets die entsprechenden Darlegungen 
von S 29 ff 


4* 
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d f 

In 1 ^ — 2o 1 ^ ^ \w—Wol^Bistj^ {z w) gleichfalls analytisch 
Daher gibt es eine Zahl M > 0 so daß fnr alle diese z w 

ist Also ist \i[z — i{z w^\^M\w-^ — w^\ da man geradlinig 
von w-^ nach integrieren kann Also gibt es eine Schranke M wie wir 
sie suchen Wir können nun wie auf S 29 ff die Methode der sukzessiven 
Approximationen ansetzen Wir wählen nur aus bald ersichtlichen 
Gründen als erste Näherung Wq{z) eine analytische Funktion Ich setze 
z B Wq[z) = Wq Dann wird 

z 

Wi (z) = Wo + // Wo) d C 

Z 

Hier kann die Zq mit z verbmdende Gerade als Integrationsweg gewählt 
werden Dann erkennt man daß 

(1) I I < M 1 — ^01 

ist Genau wie auf S 30 kann man nun die weiteren Näherungen ab- 
schatzen wofern man nur geradlmig von Zq nach z integriert Wir 
müssen uns nur noch ahnhch wie auf S 30 vergewissern daß das Ein¬ 
setzen der gefundenen Näherungen Wn{z) in f{z w) zu analytischen 
Funktionen f{z w^iz)) fuhrt Dazu ist erforderhch daß die Werte von z 
dem Kreise \z -- Zq\^A und daß die Werte die Wn{z) annimmt 
dem Kreis \ w — Wq\^ B angeboren Setzt man \z — ZQ\'^a vor 
aus so ist nach (1) — WQ\<aM<b Wir wollen zeigen daß 

für alle n und \z — z^l'^a auch — Wq \ <b ist Wir nehmen 
dem Verfahren der vollständigen Induktion entsprechend an daß 
1 — ^ol < 6 fur \z -- Zq\^ a Dann ist wegen 

z 

w„(z) = Wo + //{C w„_i) rfC 

Z 

ersichtlich daß 

I w„{z) — Wol^M|z — Zo|<M «<6 

So gelangen wir zu emer Folge von analytischen Naherungsfunktioncn 
Wn{z) die für ] 0 — j 2 :o j ^ ä gegen eine gleichfalls analytische Grenz 
funktion konvergiert Der Konvergenzbeweis ergibt sich genau so wie 
S 30 Es sei eme nutzhehe Übung für den Leser das naher durch- 
zufuhren Die Grenzfunktion w [z) ist dann die gesuchte Losung der Dif¬ 
ferentialgleichung Daß es kerne weitere gibt die denselben Anfangs 
bedingungen genügt erkennt man wie auf S 31 

Als analytische Funktion kann man sie in eine in \ z — Zf^ \ < a 
konvergente Potenzreihe 

(2) w(z) = Wo + Ci(z — Zo) + 
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entwickeln. Da man nun einmal weiß, daß man ihre Koeffizienten 
so wählen kann, daß sie eine Lösung der Differentialgleichung dar¬ 
stellt, so kann man ihre wirkliche Bestimmung auch auf anderem 
bequemeren Wege vornehmen. Dazu bietet sich die Methode der un¬ 
bestimmten Koeffizienten dar. Man geht mit der Reihe (2) in die Dif¬ 
ferentialgleichung hinein imd bekommt dadurch gewisse Bedingungs¬ 
gleichungen für die Koeffizienten, aus welchen man sie berechnen kann. 

Wenn nämlich der Differentialgleichung 


die Funktion 


— = f(z,w)= 

w = Wo + Ci(z — ^o) + • • • 


genügen soll, so sind zur Bestimmung ihrer Koeffizienten nur die 
Ableitungen von w an der Stelle zu berechnen. Denn es ist ja 


___ 1 ii^w 

Z 


T Vran entnimmt aber sofort der Differentialgleichmig, daß 




dw I 

dz \z = Zfi 


= /(2o.^e’o) =«00 


ist. Differenziert man die Gleichung einmal nach z und setzt z = Zß, 
so findet man 


2! c 


_ 

2 — dz^ 


- IL 

, £/ 

dw 


a = dw 

dz 


= *10 + « 01 ^ 1 * 


So kann man nacheinander die Koeffizienten berechnen. Denn jede 
neue Gleichung erlaubt eSj einen weiteren Koeffizienten durch die 
vorher schon bestimmten auszudrücken. 

Auch die weiteren Betrachtungen von S. 39 ff. lassen sich nun un¬ 
verändert übertragen. Insbesondere lehrt die Überlegung von S. 41 ff., 
daß die Lösungen analytisch von den Anfangsbedingungen abhängen 
und analytische Funktionen eines selbst analytisch in die Differential- 
gleichimg eingehenden Parameters sind. 

Auch auf Systeme lassen sich die Betrachtungen ohne weiteres 

übertragen. 


§ 7. Übertragung der SiMPSONschen Regel. 

In der Integralrechnung lernt man verschiedene Formeln zur nu¬ 
merischen Quadratur kennen. Die bekannteste ist die SiMPSONsche 
Regel. Sie lehrt, daß das Integral 

J{h) = Sf{x)dx 

a 
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angenahert durch die Formel 

/i(Ä) = 4{/(«) + 4/(« + I) + /(« + A)} 

ausgewertet werden kann Die Gute der Übereinstimmung kommt 
dann zum Ausdruck daß die Entwicklungen von /(Ä) und von JxQi) 
nach Potenzen von h bis zu den Gliedern vierter Ordnung einschließlich 
uberemstimmen Auch kennt man Formeln zur Abschätzung des 
Fehlers 

Es ist em gemeinsamer Zug aller dieser Formeln den Integral 
wert naherungsweise durch eine hneare Funktion geeignet gewählter 
Funktionswerte auszudrucken Runge hat es zuerst unternommen 
nach diesem Gedanken Naherungsformeln zur Auflösung von Diffe 
rentialgleichungen zu gewinnen Kutta^ hat in Verfolg dieser Unter 
Buchungen durch eine längere Rechnung folgendes Ergebnis gefunden 
Dasjenige Integral der Differentialgleichung 

£ = 5') 

welches für x = Xq den Wert besitzt wird für x = x^-^h an 
genähert durch die folgende Runge KuTXAscAe Formel dargestcllt 

+ Ä) = yo + -|■(^l + 2^2 + 2JCs + 

Hier ist 

= / (*o yo) 

a^2 = /(^o+4 yo + ¥) 

ifs = /(^o + 4 yo + ^) 

K^ = i {xq h yo + -^8 A) 

Entwickelt man sowohl die Losung wie diese Näherung nach Potenzen 
von A so erhalt man Überemstimmung bis zu den Gliedern vielter 
Ordnung emschheßhch 

Was nun die Abschätzung des Fehlers anlangt den man bei An 
Wendung dieser Regel begeht so gewinnt man durch einige Rechnung 
auf Grund des TAYLORschen Satzes das folgende Ergebnis Der Unter¬ 
schied zwisdien der wahren Losung y„ und der Naherungslosung y„ 
durch den Punkt [Xq y^) genügt der Ungleichung 

I _ I ^ 6MN|^-^o|°|N°-l| 

\yv> r« 1 I N _ 11 

Dabei ist folgendes vorausgesetzt Im Gebiete B \x ~ Xf, \ <a 
I y — jVo 1 <5 genügt / {x y) samt semen partiellen Ableitungen der 


1 Zeitschr für Math u Phys Bd 46 1901 
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vier ersten Ordnungen den folgenden Bedingungen 


Ferner soll 


1 / (* y) i < M 




dx* dy^ 


<mL:(* + ä^3) 


1 a; — rvo 1 N < 1 
«M < ö 


sein Ich will die dazu führenden Rechnungen nicht reproduzieren 
Auf eine Aufstellung ähnlicher Fehlerabschatzungen im komplexen Ge 
biet kann verzichtet werden 

Ich will z B für ^=02 dasjenige Integral von 

y' = ^ + y 

berechnen welches für x ^0 verschwindet Die Naherungsformel he 
fert 0 0214 die genaue Losung 

y — X — 1 

ergibt auf vier Dezimalen genau gleichfalls 0 0214 

Die Approximation ist also besser als sie die allgemeine Abschätzung 

erwarten heß Denn diese liefert für M=1 N==l ^jj=01 6=02 

6 2 ^ 

immerhin als äußersten möglichen Fehler noch Hatte man für 

«: = 0 1 gerechnet so hatte man als moghchen Fehler nur gefunden 
WiU man auch fur 0 2 eine größere Genauigkeit erreichen so kann 
man erst den Wert der Losung fur 0 1 berechnen und dann imt dem ge 
fundenen Wert als Anfangswert nochmals die Runge KuxTAsche Regel 
anwenden Man hat dann außer dem zweimal vorkommenden Fehler 

von tät noch den Fehler zu berücksichtigen der davon herruhrt daß 

3 

man am Anfang des zweiten Intervalles einen um höchstens -jqj- falschen 
Anfangswert verwendet hat Das macht aber nach S 43 fur den Wert 
der Losung bei 0 2 höchstens ^ aus Daher findet man durch zwei¬ 
malige Anwendung der RUNGE-KoTTAschen Regel in der eben an 
gegebenen Weise die Losung fur x = 02 bis auf einen Fehler von 

9 

außerstens 

Wer sich naher fur praktische Integration interessiert möge zu 
dem in dieser Sammlung erschienenen Buch von Runge und König 
über numerisches Rechnen greifen 
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III Kapitel 

Die Lmsche Theorie 

§ 1 Die Transformationsgruppe und ihre infinitesimalen 
Transformationen 

1 Die Transformationen Ist ein System von Differentialgleichungen 

(1) ^ = -Pl(^l*) 

vorgelegt^ so kann diejenige Losung welche für ^ Werte 

= x^Q X 2 = annimmt in der Form 

( 2 ) % == fl (i — ^0 ^10 ^20) ^2 ~ / — ^0 ^10 0) 

geschrieben werden Die genannte Losung geht nämlich duich die 
Substitution T = ^ 2 LUS derjenigen Losung von 

dx 

{xi X 2 ) (^ = 1 2 ) 

hervor welche für t = 0 die Werte ^ x^Q{^ 1 2 ) annimmt Es 

ist also 

( 3 ) ^to ~ ^10 ^20) 

Für jeden emzelnen Wert von t stellen die Gleichungen (2) eine 
Transformation dar welche den Punkt {x^q X 20 ) aus B in den Punkt 
{xj^ x^ desselben Bereiches uberfuhrt solange 1 ^ — 4 | nicht zu gioß 
ist Wir wollen um diese Annahme nicht immer erwähnen zu müssen 
lieber voraussetzen daß die Pt(% ^ 2 ) samt ihren ersten Ableitungen 
m der vollen (% A? 2 )-Ebene stetig seien Laßt man t von an sich in 
dem so erhalt man eme Schar solcher Transformationen Jede dci 
selben transformiert den Punkt ^ 20 ) einen Punkt Pt dei 

durch Pf bestimmten Losungskurve der Differentialgleichungen ( 1 ) 
Man nennt daher diese Integralkurven auch Bahnkurven der Trins 
formation und denkt sich den Parameter t als Zeitparameter gedeutet 

2 Die Gruppe Diese emparametnge Schar von Transformationen (2) 
bilden eme Gruppe Um das einzusehen haben wir zu zeigen daß 1 die 
aus zwei Transformationen zusammengesetzte zur Schar gehört und 
daß 2 die mversen Transformationen zur Schar gehören 

Sind 

^1 ~ fz (^1 4 %o ^ 20 ) (^ = 1 2 ) 

3^2 ~ fz (4 ^1 ^1 ^ 2 ) (^ = 1 2 ) 

^ Die mögen in einem Bereich B samt ihren parüellen Ableitungen 

erster Ordnung stetig sein 
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zwei Transfonnationen der Schar, so ist nach (2) 

3^3 • ~ fi — ^0 > ^10»^ao) > = 1) 2) 

so daß also hierdurch die zusammengesetzte Transformation = 3 ^ 23^1 
gegeben ist. 

Insbesondere ist daher 

~ /»(^0 — %) ~ 1 j 2 ) 

die zu (2) inverse Transformation. 

Dies erkennt man nach (3), wenn man in der vorausgegangenen 
Betrachtung setzt. _ 

Will man die Transformation = $i $2 haben, so schreibe man 


2^2 • ~ ^ > ■^10 » ^ao) 

3^ • — fi (^3 ^ 0 ' ^ 10 » ^ao) • 

Es ist somit $3 = 3 ) 3 . Die Transformationen sind also vertauschbar. 
Es liegt eine AsELsche Gruppe vor. Die Parameterwerte t — to, welche 
die einzelne Transformation der Schar festlegen, werden bei der Zu¬ 
sammensetzung addiert und die Summe der Parameter ist der Para¬ 
meter der zusammengesetzten Transformation. 

3. Infinitesimale Transfonnationen. Ist nun eine Funktion F(%,iiC 2 ) 
vorgelegt, so wird es interessieren, ihren Wert in einena Bildpunkt 
(» 1 , Zj) dem Wert im Originalpunkt {* 10 , * 20 ) zu vergleichen. Trägt 
man (2) in F {%, x^) ein, so findet man 

( 4 ) F{t) =F (fl (i — ^ao)« /a “ ^0. ^10» *ao)) • 

Es wird 

F' (<o) = (%o . ^ao) (%o > %o) + ^ (*io > *ao) -^a (%o > ^ao) • 

Will man F («) nach Potenzen von i - io entwickeln, so wird der An¬ 
fang der Entwicklung 

F{f) =F(fo) + (^-^o)F'(fo) + • • •- 

Also 

(5) F (xi,Xo) = F (x-yo, « 20 ) + (^ — ^ 0 ) ^F (%o, ^^ 20 ) + ‘ ‘ * 
wenn man in üblicher Weise zur Abkürzung 


rrr- D _L P 


setzt. Nimmt man die P,- als genügend oft differenzierbar an, so werden 
die weiteren Koeffizienten der Entwicklung erhalten, indem man die 
Operation U wiederholt anwendet. So wird dann der Koeffizient von 

^ C7*F=ü’(l7F)=g^(üF)Pi + 5^(t7F)P2. 
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In erster Annäherung ist die Änderung von F unter dem Einfluß einer 
Transformation der Gruppe durch die in (5) angeschnebenen Gliedci 
gegeben Diese Annäherung wird um so besser sein ]e kleiner t — 
ist d h ]e weniger die Transformation von der identischen abweicht 
Denn letztere kommt ja heraus wenn man t = 1^ nimmt Die m (5) 
angeschnebenen Gheder wurden den Einfluß der Transformation genau 
wiedergeben wenn diese durch 

(6) «, = «zo + (^ — h) Pz (.Xio (* = 12) 

dargestellt wäre d h wenn es sich um die Integration von Differential 
gleichungen 

(%o ^2o) 

mit konstanten rechten Seiten handelte Man hat sich gewohnt die 
Transformationen (6) mf^mtesimale Transformationen zu nennen und 
zu ihrer Bezeichnung UF zu verwenden Insbesondere wurd nämlich 

Ux.^PA^i Xi) 

so daß man statt (6) auch schreiben kann 

+ {t- i^o) (^ = 1 2 ) 

Die Kenntnis von UF lehrt nach (4) den Emfluß der Transformation 
auf irgendeine Funktion zu ermitteln Den ungefähren Ort des Bild 
Punktes kann man durch mehrmalige Anwendung von (6) wie folgt 
ermitteln Man bilde nacheinander 

H" (^j (%o ^2o) 

^4 2 ^ 1 + (4 {Xll X 21 ) 

Xtn = ^4n-l 4- (tn — in-l) ^2n-l) 

Dann wähle man die 4 4-1 genügend klein Je kleiner sic sind um 

so genauer wird (%„ x^^ die Lage von 

Xt = ft (4 4 ^10 ^20) (^' = 1 2) 

besitzen Man wendet also sukzessive immer Transformationen an die 
wenig von der Identität abweichen Die dabei herauskommenden 
Zwischenpunkte sind weiter nichts als die Ecken eines der S 45 betrach 
teten EuLERschen Polygone die die Losungskurven der Differential 
gleichungen (1) d h also m unserer jetzigen Sprechweise die Bahn¬ 
kurven der Transformation approximieren 

4 Invariante Kurvenscharen Es möge nun durch 
F = const 

eme Kurvenschar gegeben sem Wir wollen feststellen unter welchen 
Bedmgungen durch die Transformation (2) jede Kurve der Schar 
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wieder in eine Kurve der Schar übergeht. Dafür ist notwendig und hin¬ 
reichend, daß aus allen den Punkten, wo F einen festen Wert hat, 
wieder Punkte werden, in denen F wieder einen festen Wert hat, mag 
dies nun derselbe oder ein anderer sein. Dafür wieder ist notwendig 
und hinreichend, daß das F{t) von (4) eine Funktion von t und von 
F(%o. *so) 3 LUein ist. Nun ist 

F(t ^ h) = F{fi(t + h — tff, XiQ, X 20 ) 1 4^ ^o> ^io> ^ 20 )} 

= F {h,Xy, X 2 ), i% (J^t X-^, ^ 2 )} j 

wenn man 

— fi — ^0 > ^10 > *20) 

setzt. Dies folgt aus dem oben über die Zusammensetzung der Trans¬ 
formationen Gesagten. Also wird 

F' {t) = {%. ^^ 2 ) Fl (%) ^ 2 ) + (%> ^ 2 ) (^ 1 ’ ^ 2 ^ ~ ^ 

Ist dann F {t + h) eine Funktion von h und von F (%, x^ allein, so 
folgt, daß U{F) eine Funktion von F allein ist. Diese notwendige Be¬ 
dingung für eine invariante Kurvenschar erweist sich nun aber auch als 
hinreichend. Denn ist U[F) =0 {F) , so wird 

Also 

Jo 

Also 

F = <o(Fo.t-to)- 
Wir haben somit das Ergebnis: 

Dafür, daß die Kurvenschar F — const durch die Transformationen (^) 
in sich übergeführt wird, ist notwendig und hinreichend, daß U (F) = 0 (F) 
ist, wo 0 (F) eine ‘passende Funktion von F ist. 

Ist insbesondere ^(F) = 0, so folgt F'[t) =0. D.h. F bleibt un- 
geändert. Dann geht jede Kurve der Schar in sich über. D. h. F = const 
stellt die Bahnkurven der Transformation (2), d. h. die Intepralkurven 
der Differentialgleichungen (1) dar. Dies Ergebnis ist uns in der Tat 
schon S. 15 ff. in etwas anderer Fassung begegnet. 

§ 2. Die erweiterte Gruppe. 

1. Erweiterte Gruppe. Die Kurven F = const werden im aUgeineinen 
die Integralkurven einer von (1) verschiedenen Differentialgleichung 
sein. Es ist der Grundzug der LiEschen Theorie, zu ermitteln, wdchen 
Nutzen für die Integration einer Differentialgleichung die Kenntnis der 
infinitesimalen Transformationen einer Gruppe besitzt, welche die In- 
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tegralkurven derselben ineinander uberfuhrt Um dies darlegtn zu kon 
nen wird es zunächst notig sein festzustellen ob man nicht tmem 
System von Differentialgleichungen 

(7) % = (^ = lZ) 

schon vor der Integration d h bevor man die Integralkurvc n in der 
Form F = const kennt ansehen kann ob seine Integralkurvcn eine 
Transformationsgruppe (2) gestatten Zu dem Zwecke wollen wir zu 
nächst feststeUen welchen Einfluß die Transformationen (2) auf ein 
Linienelement haben Ist 

^*0 = 

eine stetig differenzierbare Kurve so wird nach (2) 

( 8 ) a;, (t) — to ^ 10 « 20 (t^)) 

ihre Bildkurve bei festem t Also wird 


dT d^iQ dr 0 

oder abgekürzt 

(2 ) X^ — F^(t — ^20 ^10 ^2o) 


Die Transformationen (2) zusammen mit den (2') bilden wicdci eine 
Gruppe die sogenannte erwmierU Gruppe Die Funktionen von (2 ) 
smd nämlich die Integrale der Differentialgleichungen 


( 1 ') 


dx _ d Pi 

dt dx-^ 


+ 



Wegen (8) ist nämlich für jedes r 


(» = ] 2 ) 


Also 


— — Hi I dP 

dt dxj ' dx^ ^ 


2 Differentialgleichungen mit Transformationen in sich Nun kann 
man die Betrachtungen des vongen Paragraphen auf das von den Dif 
ferentialgleichungen (1) und (!') gebildete System ohne weitere Um 
stände übertragen Insbesondere wollen wir die Frage beantworten 
wann das Vektorfeld emer Differentialgleichung (7) durch die Trans¬ 
formationen der erweiterten Gruppe in sich ubergefuhrt wird Dies ist 
gleichbedeutend imt der Frage wann durch eine Transformations 
gruppe die Richtigkeit der Gleichung 


F (% ^^2 AJa ) = %02 “ = 0 

mcht gestört wird Nach den Darlegungen des § 1 ist dafür notwendig 
und hinreichend daß für die erweiterte Gruppe UF^ 0 ist immer dann 
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wenn F = 0 ist. Es ist aber jetzt 


Oder 


fr; - + (*‘il “ *-3^) 


An nicht singulären Stellen der Differentialgleichung (7) ist die 
Bedingung, daß UF mit F gleichzeitig verschwinden soU, damit gleich¬ 
bedeutend, daß 



ist. Wenn P^Qi -P^Qi + O ist. so kann man hierfür schreiben 


( 10 ) 


^ ( _Öl_ ^ ( -^3-'j = 0 . 

'öi-^s — Qi^i) Q^PiJ 


Dafür also, daß die Integralkurven der Differentialgleichung (7) 
durch die zu (1) gehörige Transformationsgruppe in Integralkurven von 
(7) übergeführt werden, ist notwendig und hinreichend, daß entweder 
P -PiQi=0 oder daß (10) erfüllt ist. Die erste Möglichkeit ent¬ 
spricht natürlich dem FaU, daß die Integr^kmwen von (7) bei den 
Transformationen der Gruppe jede einzeln in sich selber übergehen. 


§ 3. Differentialgleichungen mit bekannter Transformations- 
gruppe oder mit bekannten infinitesimalenXransformationen. 

1. Ermittlung von Multiplikatoren. Die Form (10) der Bedingung 
dafür, daß die zu (1) gehörige Transformationsgruppe, die die Integral¬ 
kurven von (7) untereinander vertauscht, ohne sie einzeln festzulassen, 
zeigt, daß aus der Kenntnis dieser Transformationsgruppe, ja schon 
ihrer infinitesimalen Transformation, die Keimtnis eines Multiplikators 
folgt. Denn die Gleichung (10) besagt ja unmittelbar, daß 

1 

01 02-^1 

ein Multiplikator des Differentialausdruckes 
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ist Ist also X 2 ) eine Funktion für die 

d0 _ Q dO _ “01 

^“0i-P“0^i "01^-02^; 

ist so ist längs den Integralkurven von (7) 

0 ^ 2 ) = const 

DcLS sind also die Integialkurven von (7) 

2 Die LiESche Theone der elementaren Integrationsmethoden Die Lli 
sehe Theone der elementaren Integrationsmethoden besteht nun in dei 
Bemerkung daß es m all den im Kap I besprochenen Fallen relativ 
leicht ist infinitesimale Transformationen anzugeben die die betreffende 
Differentialgleichung in sich uberfuhren (ohne daß dabei die Integi il 
kurven derselben einzeln festbleiben) Alle Beispiele von § 1 erscheine n 
so als Spezialfalle des allgemeinen Falles in dem man infinitesimale 
Transformationen kennt die die Differentialgleichung m sich über 
fuhren Die allgemeine Aufgabe alle infinitesimalen Transformationen 
von (7) zu finden ist mit der Aufgabe identisch alle Funktioncnp laic 
Pj P 2 anzugeben welche die partielle Differentialgleichung (9) bc 
friedigen Es genügt aber für die Integration von (7) ein solches tunk 
tionenpaax zu kennen 

Die Schreibweise (10) der Gleichung (9) lehrt daß aus der Kenntnis 
eines Multiplikators von (7) die Kenntnis eines Funktioncnpaars tnl 
nommen werden kann das (9) genügt Ist nämlich M cm Multipli 
kator von (7') so ist 

5^(Mg.)+5|;(Mft) = 0 

Man bestimme zwei Funktionen Pi und P 2 SO daß M = ^ n d 

Dann genügen diese beiden (10) und daher (9) und daher bcstimmi n 
Pi Pj eme nichttnviale infinitesimale Transformation von (7) Damit 
smd die Ausfuhrungen von § 4 und 5 aus Kap I der allgemeinen Thi orio 
untergeordnet 

3 Beispiele Betrachten wir noch einige weitere Talle aus Kap 1 
Wir haben damals nicht bemerkt daß man im Falle der lincaiiu 

Differentialgleichung 

y +f{x)y-\-(p(x)^0 

leicht emen Multiplikator angeben kann Für die LiEschc Thcoiu 
schreiben wir diese Differentialgleichung so 
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Es ist also öl = 1« Ö 2 = ~ / (%) *2 — 95 (%) • Macht man den Ansatz 
Pi = 0, so bleibt für nach (9) übrig; 

— / (Xt,) Pg — + (/ (x^) X2 + 9> (xi)} 11^ = 0 . 

d JP 

Es liegt nahe, = 0 zu nehmen. Dann bleibt für das nur noch von 
% abhängige Pa übrig: 


Man kann also 
nehmen. Somit ist 


fMP. + l^ = o. 

P = ß-JfMdxi 


ßff(x^)dxx 

ein Multiplikator. Die Differentialgleichungen 
dt ^ dt 

liefern Transformationen der linearen Differentialgleichung in sich. 

4. Eine allgemeine Substitutionsmethode. Im ersten Kapitel wur¬ 
den mehrfach Substitutionsmethoden herangezogen, die zur Trennung 
der Variablen führten. Auch diese lassen sich von der LiEschen Auf¬ 
fassung her systematischer verstehen. Betrachten wir z. B. die homo¬ 
gene Differentialgleichung 


dy 

dx 


-m 


oder als System geschrieben 

( 11 ) 


lii = 1 

dx 

d Xn 


Die Gruppe von Transformationen 


% = e' %o 
^2 ” ^*^20» 


die sich aus der Integration der Differentialgleichungen 

dx. dx 2 

“TT — ^1» dt 

ergeben, führen offenbar die Differentialgleichungen (11) in sich über. 
In der Tat genügen ja auch 

Pl = , P 2 = ^2 
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der Differentialgleichung (9) In 


1 



hat man also einen Multiplikator Wir arbeiteten aber auf S 0 mit 
der Substitution 

V = — 

Anders ausgedruckt Wir führten durch 




neue Variablen em Die Kurven yi = const und = const sind dibci 
die Niveaulinien des neuen Koordinatensystems Die Linien y^ = const 
sind die Bahnkurven der Transformationsgruppe und dit Linien 
y^ = const stellen eine Kurvenschar vor die durch die Opci itione n 
der Gruppe m sich ubergefuhrt wird 

Damit haben wir eine allgemeine Substitutionsmethode cikannt 
Man führe die Bahnkurven einci Transformationsgruppc welche du 
Differentialgleichung m sich uberfuhrt sowie eine weitere bei dieser 
Gruppe invariante Kurvenschar als neue Koordmatcnlinicn cm Dum 
sind in dieser neuen Veränderlichen — die man kanomsche nennt 
die Variablen getrennt 

In den neuen Veranderhehen erhalten wir ein Paar von Diffeientul 
gleichungen für die Operationen der Transformationsgruppc dcicn I o 
sungen % = const smd und die zugleich Bahnkurven der liansfoi 
mationen sind Ferner sind die % = const eine invariante Knivcn 
schar der Gruppe 

Damit 


dt 


— -^2 (^1 ^ 2 ) 


durch const befriedigt wird muß = X 2 ) 0 sein 

Damit Xj^ = const eme mvanante Kurvenschar ist muß nach S ^>9 


C7% = Pi(% X2) 


eine Funktion von % allem sein Die Gruppe ist also durch 




= (%) 



defmiert Diese Gruppe muß nun die transformierten Differential 
gleichungen m sich uberfuhren Die Qi und müssen also dei pai 
tieUen Differentialgleichung genügen die sich ergibt wenn man in (10) 
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Pi = Pi {x ^), Pa = 0 einträgt. Das liefert 


Also ist 


dxMiPj 


QiPi <pi.^i) 

eine Funktion von X 2 allein. D. h. 

9l. = -^1 (^ 1 ) 

Ö2 <P(Xi) 

Also öl =A(%, X 2 ) Pi{%), öa =^{xi, X 2 ) 95 (^ 2 ) für ein passendest. 
Die transformierten Differentialgleichungen werden also 

^ ^ 2 ) Pi (%) 


dr 


= X(Xi, X2) q> {X2). 


Führt man durch 


dr 


1 ^ T 1 A 2 ) 

einen neuen Parameter ein, so kann man auch schreiben 

oder auch ^ = t • Die Variablen sind also getrennt. 

5. Beispiel. Diese allgemeine Bemerkung erklärt auch den Erfolg, 
den die Substitution 

v = X + y 

auf S. 8 bei der Differentialgleichung 


hatte. Denn schreibt man 
dx^ 




SO erkennt man, daß die Operationen 

% = ^2 = ^ 20 “^ 

die Differentialgleichung in sich überführen. Diese Transformations- 
^uppe entstammt den Differentialgleichungen 


dx-^ _.. dx^ _ 

dt ^ dt 

Bahnkurven sind die Geraden 


1 . 


%+5Cj = const, 

Bieberbach, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 
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eine invariante Kurvenschar die Geraden 

= const 

In der Tat wird auch (9) bzw (10) von S 61 durch = 1 Pg == - 1 
= 1 Ö 2 = /(^i + ^ 2 ) befriedigt 

§ 4 Projektive Transformationen 

Besonderen Reiz durfte es haben die voraufgegangenen Bctrach 
tungen mit den Vorstellungen der projektiven Geometrie in Vtibmdung 
zu bringen Dies wird in verschiedener Richtung geschehen 

1 Affine Gruppe Wann ist die durch 

^ = Q^(Xi * 2 ) (z = 1 2 ) 

definierte Gruppe eine Gruppe affiner Transformationen ? Die Gruppe 
soll also so aussehen 

(12) = «Qj -j- + Äjj ^20 (i = 1 2) 

wo die aj,, passende Funktionen von i — tg sind Durch Differentiation 
nach t kommt 

( 1 ^) “ ^ 0 » "t“ ^ 1 » H“ ^ 2 » ^20 

Da in (12) die Determinante ^ 4 = 0 sein soll so kann man lus (12) 

^ 12^22 

die x^g entnehmen und in (13) eintragen Also kommen hier Difftrcnti il 
gleichungen der Form 

(14) = « 0 * + « 1 . Xi + 0C^,X^ ( 2=1 2 ) 

m Frage Hier sind dann die ocj, die zunächst von i abhangen konn 
ten Konstante da wir Differentialgleichungen betrachten wollen denn 
rechte Seiten vom Parameter mcht abhangen 

Die so gefundene Bedingung ist auch hinreichend S 9/10 haben wir 
uns nämlich gerade mit der Integration von Differentialgleichungen 
der Art (14) befaßt Sie waren nur damals nicJit als System geschrieben 
Den dortigen Ergebnissen kann man tatsächlich entnehmen daß du 
Losungen von (14) m der durch ( 12 ) angedeuteten Weise von den An 
fangswerten abhangen 

2 Projektive Gruppe Die affinen Transformationen sind ein Spezi ü 
fall der projektiven Zu der Behandlung der letzteren fuhrt m m am 
besten homogene Koordmaten x^ x^ Xg ein So lautet jetzt die Fr igc 
nach denjenigen Differentialgleichungen deren Integrale sich in dci 
Form 

3 

Ä-=l 


(15) 


i = l 2 i 
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schreiben lassen. Die Uj^i sind dabei passende Funktionen von t — 
mit nicht verschwindender Determinante. Eine der in 1 . angesteilten 
ganz analoge Überlegung führt jetzt auf Differentialgleichungen 

(lö) (^* = 1, 2, 3), 

Ä=1 

WO die Konstanten sind. Daß auch umgekehrt die Lösungen von (16) 
sich in der Form (15) schreiben lassen, ergibt sich so: Unter den Inte¬ 
gralkurven von (16) kommt stets mindestens eine reelle Gerade vor. 
Man unterwirft die Gleichungen (16) einer projektiven Transformation, 
die diese Integralgerade zur uneigentlichen Geraden macht. Dabei ent¬ 
stehen wieder lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. Da aber jetzt ^ 3=0 eine Integralgerade ist, so hat die 
letzte Differentialgleichung die Form 

% = a33 ATg. 

Geht man dann zu inhomogenen Koordinaten über, indem luan = --, 

^3 

^2 = “ setzt, so erhält ^nan für die Differentialgleichungen der 

Form (14). Aus dem für diese schon geläufigen Ergebnis folgt, daß 
auch bei den (16) die Lösungen die Form (16) haben. Da man eben¬ 
so auch die durch die ausdrücken kann, ist die Determinante von 
Null verschieden. Man kann also sagen, daß man die Lösungen von 
(16) aus den Lösungen von Differentialgleichungen (14) durch pro¬ 
jektive Abbildung bekommt. Die Differentialgleichungen (14) können 
durch Parallelverschiebung nach S.9/10 homogen gemacht werden. Da¬ 
her gehen die Lösungen der Differentialgleichungen (16) durch projek¬ 
tive Transformation aus den Lösungen von Differentialgleichung 

dy ax hy 

dx cx dy 

hervor. Die Lösungen solcher werden wir S. 74 in anderem Zusammen¬ 
hang ausführlich diskutieren. 

Es sei eine nützliche Übung für den Leser, die hier skizzierten Ge¬ 
dankengänge in allen Einzelheiten durchzuführen und auch den hier 
stillschweigend unterdrückten, S. 9/10 aber erwähnten Ausnahmefall 
durchzuarbeiten. 

Hier werde nur noch angemerkt, daß man in der Literatur den 
inhomogen geschriebenen Differentialgleichungen (16) überflüssiger¬ 
weise den Namen jACOBische Differentialgleichung zu geben pflegt, 
weil man sich immer noch daran erinnert, daß Jacobi, in präprojektiver 
Zeit diese Differentialgleichung zuerst studiert hat. Setzt man 
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SO Wird 

äy _ y + a^s) ~ ^ (o^si r + «33) 

(«n ^ -|- aj y + aig) — a (oc^i ^ + «3 y + agg) 

die jACOBische Differentialgleichung 

Die Losungen solcher Differentialgleichungen pflegt man nach 
Klein und Lie als W Kurven zu bezeichnen^ 

Wir beschließen damit unsere knappe Skizze der Lieschen Ge¬ 
dankengange soweit sie für die Theorie der Differentialgleichungen 
erster Ordnung in Betracht kommen Wir verweisen den interessierten 
Leser erneut auf die S 27 erwähnte Literatur für weiteres Eindringen 
m analoge Theorien bei Differentialgleichungen höherer Ordnung und 
bei partiellen Differentialgleichungen 


IV Kapitel 

Diskussion des Verlaufs der Integralkurven 

§ 1 Elementare Betrachtungen 

In diesem Kapitel soU rein qualitativ ein Überblick über den Verlauf 
der Integralkurven gewonnen werden Wir werden ihr Steigen und Tallen 
ihre Konvexität und Konkavität ihre Wendepunkte und einige weitert 
Dmge die wir bald angeben werden untersuchen Zunächst soll in diesem 
Paragraphen angedeutet werden wie man oft schon durch ganz simple 
Betrachtungen über die eben genannten Fragen Aufschluß gewinnen 
kann Wenn die Differentialgleichung^ 3 /') = 0 vorgelegt ist so stellt 
f(x y 0) = 0 im allgemeinen Kurven dar welche die Teile des Gcraden- 
feldes in welchen die Integralkurven bei wachsendem x steigen von 
denjenigen trennen wo sie fallen* Differenziert man die Differential¬ 
gleichung nach X so erhalt man fx fv y' fy y =0 Daher sind, 
die Wendepunkte der Integralkurven unter den Punkten {x y) ent¬ 
halten für die bei passender Wahl von y' die beiden Gleichungen 

f{^yy') = 0 = o 

gelten Diese Punktmenge oder Kurve wenn man so sagen will trennt die 
Teile des Richtungsfeldes wo die Integralkurven konkav sind von den- 


^ Math Ann Bd 4 1871 

im aUgememen deutet darauf hm daß unter Umständen 

liVn? 1 . u® ® wie z B bei /= y oder daß unter Umständen 
I^tegra^en überall steigen wie z B für / = - j, also 

nx y 0) = 0 nicht trennen kann Sind aber Stellen beiderlei Art im Feld vor 
handen so werden sie durch /(^ y 0) = 0 voneinander getrennt 
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jenigen, wo sie konvex sind. Ohne weiteren Zusatz können diese An¬ 
gaben nur dann verwendet werden, wenn die Differentialgleichung 
in der Form jy' =:F{x, y) vorgelegt ist, und wenn dabei F [x, y) in einem 
Bereich B samt seinen ersten Ableitungen als eindeutige und stetige 
Funktion erklärt ist. Dann wkdF{x,y) =0 der Ort derjenigen Punkte, 
wo die Integralkurven der A;-Achse parallel sind und 


dy-^ 


wird der Ort der Wendepunkte. Wir wollen an einem Beispiele die 
Verwertung der Angaben näher kennenlemen. 

Es sei y' = l + xy vorgelegt. Der Ort horizontaler Tangenten ist 
die Hyperbel 1 + xy = 0, während die Wendepunkte auf der Kurve 
dritter Ordnung x + y + x^y = 0 liegen^. Beide Kurven sind in Abb. 7 
punktiert eingetragen. 

Schon diese wenigen Be¬ 
merkungen erlauben es, 
zu erkennen, daß die In¬ 
tegralkurven den in Abb. 7 
verzeichneten ungefähren 
Verlauf haben müssen. 

Man kann durch Be¬ 
trachtung der Isoklinen 
der Genauigkeit der Zeich¬ 
nung noch etwas zu Hilfe 
kommen, z. B. beachten, 
daß die Achsen stets un¬ 
ter 45 Grad durchsetzt 
werden. Aber nicht alle 
Integralkurven können die a;-A chse treffen. Auch solche Kurven sind 
in Abb. 7 zu sehen. Wenn man nämlich z. B. vom Punkte (H- 2, — 2) 
beginnend eine Integralkurve für wachsende x verfolgt, so fällt sie 
ständig, verfolgt man sie aber für abnehmende x , so steigt sie an, bis 
sie die punktierte Hyperbel trifft. Hier ist sie der rv-Achse parallel, 
um dann bei weiter abnehmendem x wieder zu fallen. 



^ Die Punkte dieser Cg sind tatsächlich Wendepunkte der Integralkurven. Denn 
für das 3 /'" der Integralkurven findet man y"'— 2 - 1 -3 H-Die 
Kurve = 0 li^it aber keinen eigentlichen Punkt mit der 

Cg gemein. Man kann noch hinzufügen, daß jede Integralkurve, welche die Cg 
trifft, in diesem Schnittpunkt dieselbe auch durchsetzt. Denn in einem solchen 
Schnittpunkt {x^, y^) gilt für die Richtung yj der Integralkurve; yj — 1 + 
während sich die Richtung y' der Cg aus 1 -|- 2 + (1 + ^ 0 ) ^ ergibt. 

Im Falle einer Berührung beider im Punkte (Xq, y^) müßte yj = y^ sein. Das 
kann aber nur für yg = 0 möglich sein. Hier aber ist wegen der Gleichung der 
Cg auch = 0. In diesem Punkte (0, 0) aber ist yj = 1, yj, = — 1 . 
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§ 2 Singulare Punkte 

1 Allgemeine Bemerkungen Wir haben S 27 ff bewiesen daß 
unter gewissen Voraussetzungen durch jeden Punkt eines Gebietes B 
nur eine Losung der Differentialgleichung y = y) geht Die Voraus 
Setzungen aber waren diese / {x y) soll in B eindeutig und stetig sein 
und einer Lipschitz Bedingung 

\f{x Vi) -fix y^\^M\y^ — yi\ 

genügen Dabei ist M eine von x und dem Wertepaar y-^ y^ nicht ab 
hangende passende feste Zahl Wir wollen uns nun die Frage vor 
legen inwieweit die Bedingungen für die Gültigkeit des Ergebnisses 
auch notwendig sind Zunächst erinnern wir uns (vgl S 47) daß die 
bloße Stetigkeit von f{x y) schon die Existenz der Losungen zur 

Folge hat Wenn nur f{x y) eine stetige Funktion ist so geht durch 

jeden Punkt von B mindestens eine Losung hindurch Aber ohne weitere 
Voraussetzungen über f[x y) kann man nicht nachweisen daß durch 
jeden Punkt nur eine Losung geht Tatsächlich kann man Differential 
gleichungen mit stetigem f(x y) angeben welche mehrere Losungen 
durch ein und denselben Punkt schicken Das gilt z B bei der Diffe 
rentialgleichung ^ ^ _ - 

Denn ihre Losungen sind neben 3 / = 0 die Parabeln 

y = i{x -{• h)^ (für % ^ — Ä)^ 

y = — i{x h)^ (für X ^ h) 

welche bei x = —h 61 % x Achse berühren 

Aber ennnem wir uns an die Definition der Losung Losung heißt 
jede differenzierbare Funktion welche der Differentialgleichung genügt 
Daher smd auch solche Kurven als Losungen anzusprechen welche 
aus einem geradlinigen Stuck und einem Parabelbogen bestehen Z B 

y = 0 foi X 

y =- i (-v — a)2 iuT x^a (a ^ 0) 

Durch den Punkt x = 0 y = Q geht außer diesen Losungen auch 
die Losung y = 0 hindurch^ 

Ein weiteres Beispiel ist dieses Die Losungen sollen durch folgende 
Kurven gehefert werden 

y = a a ^ 0 für y ^ 0 

y = ßx für (a ^ y Parameter 

y = + y y^O für y^^« der Kurvenscharen) 

^ Fur X < ^ h wäre y nicht mehr positiv so daß also nur diese Parabel 
bogen der Differentialgleichung genügen 

* Auch anlaßheh der Betrachtung der CLAiRAUTschen Differentialgleichung 
ist bereits ein ähnliches Vorkommnis erwähnt worden 
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Daraus ergibt sich für das f[x,y) der Differentialgleichung 
y) = 0 für y ^ 0 


y) 


2 “, X ^0 

I 0 > ^==0 


für 0 £y£x^ 


f{x,y)=2x für y^x^. 


Dies so für alle x,y erklärte fix^y) ist durchweg stetig^. Gleichwohl 
gehen durch den Koordinatenanfangspunkt unendlich viele Lösungen, 
nämlich die zwischen 3 / == 0 und y = x^ gelegenen Parabeln y = ßx^. 

Man hat zeigen können, daß stets dann, wenn durch einen Punkt P, 
wo f{x,y) stetig ist, mehrere Lösungen gehen, dieselben zwischen 
zwei äußersten Lösungen liegen und einen von beiden bestimmten 
Bereich in der Umgebung von P lückenlos ausfüUen^. 

Eine hinreichende Bedingung dafür, daß eine stetige Differential¬ 
gleichung durch jeden Punkt nur eine Lösung schickt, haben wir in 
der LiPSCHiTZ-Bedingung erkannt. Osgood® ist in der Frage nach hin¬ 
reichenden Bedingungen für die Einzigkeit der Lösungen zu folgendem 
Ergebnis gekommen: q>(u) sei eine stetige Funktion, (p{0) ^ 0, (p{u) > 0 

im u > 0, lim 


/» 

[ du 

J 9>(“) “ °° ' 


0 < 6 < Mfl. Es sei 


Vi) — f{x, ya) 1 ^ 9 ’ (I Vi — ya 1) . 

in dem der Betrachtung unterliegenden Bereich. Dann gibt es bei 
gegebener Anfangsbedingung nur eine Lösung. Man kann also z. B. 
mit <p{u) =ulogu arbeiten. Tamarkine* hat eine hinreichende Be¬ 
dingung für die Existenz mehrerer Lösungen hinzugefügt. Es sei f{u) 

«0 


stetig und monoton wachsend, ^ ( 0 ) =0 und 


J du 


konvergent, 


0 


ferner 

\f{x, yi) — f{x,yi)\'^w{\yi — yi\) 
in der Umgebung von . Dann gehen durch diesen Punkt mehrere 

Lösungen^. 


1 Für (:v^y) = (0, 0) folgt dies daraus, daß für alle (x, y)\ f (x, y) | ^ 2 j ^ | ist. 

2 Man vgl. W. F. Osgood in den Monatsheften für Mathematik und Physik 
Bd. 9, S. 331. 1898. Ferner H. Kneser in den Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., 
Physik.-math. Kl. 1923, S. 171, wo ein analoger Satz für Systeme bewiesen wird. 

3 Math, Zeitschr. Bd. 16, S. 207. 1903. 

* Wegen weiterer Literatur, auch betr. Ausdehnung auf Systeme, vgl. den 
zusammenfassenden Bericht von M. Müller im Jahresbericht der Deutsch. 
Math.Ver. Bd. 37, S. 33ff. 1928. 
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Nun will ich weiter noch Differentialgleichungen betrachten bei 
welchen die SteUgkeit des Rtchtungsfeldes tn einzelnen PunJten unter 
brocken ist 

Eine Stelle wo eine oder die andere Voraussetzung unseres E\i 
stenzsatzes von S 2nj2S nicht erfüllt ist soll stets eine singulare Stelle 
heißen 

2 Typische Falle 1 Ich betrachte 


dry y 

dx X 

und will den Verlauf der Losungen dieser Differentialgleichung in der 
Nahe des Koordinatenanfanges untersuchen Da die Losungen die 
Geraden y =cx sind so zeigt sich daß alle Integralkurven den Kooi- 
dinatenanfang passieren Denn jede Integralkurve ist durch einen 
ihrer Punkte [x^ festgelegt Die durch diesen Punkt gehende Inte¬ 
gralkurve ist y=^x Tatsächlich ist ja auch ^ für {x y) = (0 0) 

nicht stetig und das ermöglicht es daß durch diesen Punkt nicht eine 
sondern alle Losungen gehen Aber nicht jede Unstetigkcit am Koor 
dinatenanfang hat diese Folge 

2 Wir brauchen nur die Gleichung 


( 1 ) 





zu betrachten um dies einzusehen Man findet namheh y =cx<‘ als 
Losungen Je nach der Beschaffenheit von a zeigen diese aber vtr 
schiedenes Verhalten Den Fall a = 1 haben wir ja schon vorweg 
genommen Ist a •positiv so erkennt man daß nach wie vor alk Integral 
kurven durch den Koordmatenanfang gehen Sie berühren dort alle 
die a; Achse wenn « > 1 ist Sie berühren alle bis auf eine die v Achse 
wenn a < 1 ist 

Wu sagen m all den bisher behandelten Fallen es hege in (0 0) 
GUI Knotenpunkt der Losungen vor 

Em ganz anderes Bdd bieten die Falle a < 0 dar Dann sind n imlich 
durch 

y = CA?“ 


hyperbelartige Kurven dargesteUt deren Asymptoten die * und die 
y Achse sind Die eme der beiden Geraden namheh y = 0 gehört 
auch zu den Losungen Beide Geraden werden Losungen wenn man statt 

der Gleichung (1) das System ^ ^ ^ = ay betrachtet Es hat 

abgesehen von * = 0 die gleichen Losungen wie (1) Wir sagen in diesem 
Falle es hege em Sattelpunkt vor weü die Integralkurven ähnlich 
aussehen wie die Hohenhnien m der Nahe eines Gebugssattels 

diesen Fallen gibt es also Integralkurven durch den Koordi 
natenanfang also durch den singulären Punkt der Differentialgleichung 
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Darunter waren immer — wenn wir an den Systemfall denken ^— min¬ 
destens zwei Geraden. Nur eine Gerade kommt unter den Integral¬ 
kurven von 

3. y* = ^ ^ vor. Die Integralkurven sind nämlich 

y = x{c + log 1^1) 

und darunter kommt nur die Gerade x —0 vor. Alle Integralkurven 
gehen durch den Koordinatenanfang, weil für a; -> 0 auch y0 strebt. 
Wir haben also noch einen Knotenfall. 

Nun werden wir endlich noch Fälle kennenlernen, wo keine Integral¬ 
kurven durch den singulären Punkt gehen. 

4. So sind z. B. die Integralkurven von 

dy _ X 

dx y 

die Kreise 

+ = 

Wenn, wie in diesem Beispiel die Integralkurven sich geschlossen 
um den singulären Punkt herumlegen, spricht man von einem WirheU 
punkt, 

5. Endlich betrachte ich noch die Differentialgleichung der logarith- 
mischen Spiralen 

dy _ X ay 

dx ax ^y* 

Zur Integration dieser Gleichung führt man am besten Polar¬ 
koordinaten durch 

X r cos (p 
y = r sin 9 ? 

ein. Dann wird die Gleichung 


Also sind wirklich die logarithmischen Spiralen 

r == ce°'^ 

die Lösungen. Diese durchsetzen bekanntlich alle Strahlen durch den 
Ursprung unter einem festen Winkel, dessen Tangens ~ ist. Daß dies 
der Fall ist, kann man ja auch direkt aus der Differentialgleichung 
ablesen. Setzt man nämlich 

1 

-=tg« 

und 
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SO kann man ]a die Differentialgleichung so schreiben 

y = tg(a + <p) 

Jedesmal dann wenn wie in diesem Beispiel die Integralkurven 
sich as 3 miptotisch um den singulären Punkt herum winden spricht man 
von emem Strudelfunkt 

Die hier untersuchten Beispiele sind nun zunächst typisch für die 
homogene Differentialgleichung 

dy Cx -{- Dy 

dx A X By 

Wie wir im nächsten Paragraphen sehen werden Sie sind aber auch 
t 5 rpisch für eine ausgedehnte weitere Klasse von Differentialgleichungen 
(§ 6 ) 


§ 3 Die homogene Differentialgleichung y = 

Ich setze voraus daß in dieser Differentialgleichung AD BC 4= 0 
ist Denn sonst sind auf der rechten Seite Zahler und Nenner proportio 
nal so daß sich die Gleichung auf y = const bzw im Systemfall auch 
auf a;' = 0 reduziert 

Die an den Beispielen des §2 und schon früher gesammelten Ei 
fahrungen lassen es zweckmäßig erscheinen statt 


( 1 ) 

das System 
( 2 ) 


^ Ax-\-By 

^-^ = Ax + By 
Tt = + -Oy 


zu untersuchen Jede Losung von (1) gibt zu einer Losung von (2) 
Anlaß und umgekehrt fuhrt jede Losung von (2) zu einer Losung von 

d X 

(1) es sei denn daß für dieselbe -^ = 0 ist d h daß es sich um eine 

Parallele zur y Achse handelt Man kann also auch sagen daß der Uber 
gang von (1) zu (2) eine Erweiterung des Begriffs Losung von fl) 
bedeutet 

Ich will zunächst Zusehen welche Vereinfachungen das System (2) 
durch eine Imeare Koordinatentransformation erfahren kann Ich führe 
durch^ 


(3) jf==a^ + ^y 

\ri = yx + 6y 

(x ß y d smd Konstanten für die ad — ßy 0 ist) 

1 Ein Leser der den Matnzenkalkul beherrscht wd die folgenden Betrach 
tungen knapper fassen können Vgl z B L Bieberbach Analytische Geo 
metne S 79 Leipzig B G Teubner 1930 
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C X Dy 
A X B y' 


die neuen Veränderlichen |, ri ein. Ich erhalte 


dj 

dt 


dx f^dy 

+ ^■ 57 ' 


dt 


V—4-<5^ 
dt ^ dt ^ dt' 


Ich will versuchen, durch passende Wahl der oLyßyy,ö das System auf 
die Gestalt 


(4) äf ^ ^ ^2 konstant) 


zu bringen. Das führt dazu, daß für alle x. y die beiden Gleichungen 
x{clA. ß G) y{(x.JB ß D) — x "f* jöy) 

x{yA öC) y{y B + öD) = X^(yx + dy) 


gelten. Daher muß sein: 

a(^-Ai) + /SC=0 y{A-?i,) + dC = 0 

^ aB ™ yB +(D^X^)ö=0. 

Das sind zwei Paar linearer Gleichungen mit je zwei Unbekannten 
a,j5 bzw. y,S. Sollen dieselben nichttriviale Lösungen besitzen, so 
müssen und die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung 


( 6 ) 

oder 


A- X C 

= 0 

B D---X 

— X{A -f" D) AJD — = 0 


sein. Man nennt sie die charakteristische Gleichung des Systems (2). 

Wenn diese Gleichung zwei voneinander verschiedene Wurzeln besitzt, 
so gehören dazu vermöge der zwei Paar linearer Gleichungen (5) vier 
Zahlen cx,,ß,y, d, deren Determinante cx.d — ßy von Null verschieden 
ist. Anderenfalls wäre das dem einen Gleichungspaar (5) genügende 
Zahlenpaar 0 L,ß dem Zahlenpaar y, d proportional, das dem anderen 
Gleichungspaar (5) genügt. Da es sich um homogene Gleichungen 
handelt, so darf man y = a und d = ß nehmen. Dann würden aber 
die beiden oberen Gleichungen (5) zur Folge haben, daß aA^ = 0 CA 2 ist. 
Wegen A^ + A 2 wäre also a = 0. Aus demselben Grund wäre ^ = 0. 
Wir hätten es also doch mit den trivialen Lösungen der Gleichungen (5) 
zu tun. Es ist also xö — jSy *4= 0. Daher ist durch (3) eine lineare Sub¬ 
stitution erklärt, welche das System (2) auf die Form (4) bringt. Da 
AD — BC +0 angenommen wurde und da nach {6) AD — BC — AjAg 
ist, so kann keines der beiden A verschwinden. Sind insbesondere Ai 
und A 2 reell, so sind sofort einige der im vorigen Paragraphen besproche¬ 
nen FäUe wieder zu erkennen. Wenn aber die A^ und A 2 konjugiert 
komplex sind, so bleibt erst noch zu untersuchen, welcher der im vorigen 
Paragraphen besprochenen Fälle sich unter dieser komplexen Form 
verbirgt. Um das zu erkennen, mache ich in (4) die neue Substitution 

f = re'^^, Tj = r e~^^. 
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So erhalt man das System 

__ ^ (^1 + h ) 

^ ~ 2 

Die Integralkurven sind also 

/Aj + ^2 A 
y = ciexp(^^^ifj 

d h 

(8) >' = cexp(j^i^99) 

Dabei sind c c Konstanten und exp (x) bedeutet 
Die Integralkurven werden also Spiralen es sei denn daß 

-^1 + -^2 = ^ 

ist Dann sind es geschlossene Kurven (Ellipsen da die x y mit den 
I rj durch eine affine Transformation verbunden sind) Es hegt also 
ein Strudelpunkt oder ein Wirbelpunkt vor 

Nun bleibt noch dei Fall zu behandeln wo dte quadratische Glei 
chung (6) zwe% zusammenfallende Wurzeln hat 

Ich betrachte erst den Fall daß die Gleichungen (5) identisch 
erfüllt sind Dann kann man a = l ß = 0 y=0 d = l nehmen 
Die Substitution ist also ^ = x y — rj Daher hat jetzt das System (2) 
von vornherein die Gestalt 


mit lauter geradlinigen Integralkurven Sind aber die Gleichungen (5) 
nicht identisch erfuUt so woUen wir die Koeffizienten a ß aus (5) 
bestimmen die y ö aber zunächst noch beliebig annehmen aber so 
daß ocö — jSy + 0 ist Dadurch wird dann (2) auf die Form 

(9) = = + 

gebracht 

Hier ist aber A Dies folgt daraus daß d/ie charaHerishschen 
Gleichungen für das ursprüngliche System (2) und das transformierte (9) 
uhereinstimmen Geht namheh durch irgendeine Transformation (3) das 
System (2) in 

(M) §-A} + B,i 

über und ist 

X — cx. ^ ß rj 
y = yS + 6r] 
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Ax By 

die zu (2) inverse Transformation, so wird (im Sinne des Matrizen¬ 
kalküls 

(AB\_(xß\(AB\(a,'ß'\ 

\rAj'^\yd)\CDj\y'd') 

und also) 


A — X B 


OL ß 

A-X B 

OL'ß' 

r A-x 


y ö 

C D—X 

y' b' 


wie man sofort nachprüft. Die charakteristische Gleichung des trans¬ 
formierten Systems hat also dieselben Wurzeln wie die charakteristische 
Gleichung von (2). Daher ist in (9) auch A =Ai. In dem so erhaltenen 
System 

mache man im Falle jT + 0 nun weiter die Substitution jT^ = 

Dann geht es in 

S- = A.(f. + .l) 

Über, und dies haben wir schon im vorigen Paragraphen untersucht. 

Von Koordinatentransformationen abgesehen, sind also die im 
vorigen Paragraphen studierten Fälle die einzigen, welche bei den 
in der Überschrift dieses Paragraphen genannten Differentialgleichungen 
Vorkommen. 

Ich merke noch die rechnerischen Ergebnisse der Überlegungen 
an. Unsere Differentialgleichungen (2) zerfallen zunächst mit Rücksicht 
auf die Gleichung (6) in drei Klassen: 

Klasse I: {A-DY + 4:BC>0 
„ II: (A—D)2 + 45C<0 
„ III: (A~D)2 + 4RC = 0. 

Bei Klasse I sind alle Integrale in 

{yx + {cx.x + ßyY^ = const 

enthalten. und Ag sind die beiden Wurzeln der Gleichung (6). a, j8, y, 5 
können aus (5) berechnet werden. Wenn dann und X^ gleiches Vor¬ 
zeichen haben, d. h. wenn 

ist, so haben wir einen Knotenpunkt. Wenn aber Ai und X^ verschiedene 
Vorzeichen haben, wenn also 

AD--BC<0 

ist, so liegt ein Sattelpunkt vor. 

Bei Klasse II kann gleichfalls das allgemeine Integral auf die Form 
{yx + öy)~^^ {ca x + ßyV* “ const 
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gebracht werden Das ist keine reelle Schreibweise Die Betrachtungen 
von S 75 und von S 76 lehren aber wie dieselbe zu erhalten ist Man 
findet beim Übergang zu Polarkoordinaten von f rj aus nach ( 8 ) 

{a-x + ßy) [yx + öy) = ce 

Es hegt im allgemeinen ein Strudelpunkt und ausnahmsweise cm 
Wirbelpunkt vor Insbesondere arten die Spiralen in Ellipsen aus 
wenn = 0 ist Ihre Gleichung wird 

\a.x + ßyf = c 

Setzt man 

a = ai + ^ ag 
^ ^ ^2 

SO Wird ihre Gleichung 

{«.^x + ß■^yY -\-{<x.^x + ß yY = c 


Bei der Klasse III hegt wieder ein Knotenpunkt mit einer einzigen 
Geraden 


CLX ßy — 0 


vor deren Koeffizienten oc ß sich aus ( 2 ) bestimmen 


§ 4 Allgemeine Satze über den Verlauf der Integralkurven 
im reellen Gebiet 

1 Vektorfeld Die bloße Anwendung der Satze ubci die stetige 
Abhängigkeit der Integralkurven von den Anfangsbedingungen laßt 
weitgehende Schlüsse über den Verlauf der Integralkurven einer Diffe¬ 
rentialgleichung 

/-.N dy Q{^ y) 

^ ^ dx P(x y) 

in emem Gebiete B zu wo Zahler und Nenner als eindeutige und 
stetige mit stetigen ersten Ableitungen nach x und y versehene Funk¬ 
tionen erklärt smd \ P{x jy) | und \Q{x 3 /) | mögen in B unter einer 
Schranke M bleiben Es erweist sich für die Betrachtung als zweck¬ 
mäßig die Integralkurven auf einen Parameter t zu beziehen und also 
die Differentialgleichungen in der Form 

( 2 ) ^=P{xy] ^ = Q{xy) 

anz-unehmen Durch diese Einführung wird das durch ( 1 ) definicitc 
Feld von Liruenelementen durch ein Feld von Vektoren (gerichteten 
(jeraden) ersetzt Denn durch ( 2 ) wnrd nicht nur die Tangente der 
Integralkurve im Punkte {x y) gegeben sondern auch die Richtung 
bestunmt in welcher für wachsende i die Integralkurve den Punkt 
passiert Nur in den Punkten wo P und Q beide verschwinden wird 
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keine bestimmte Richtung erklärt. Wir nennen solche Punkte singuläre. 
Stellen des Vektorfeldes. Bei den folgenden Darlegungen aus diesem von 
H. PoiNCAR^:! begründeten Gebiet stütze ich mich im wesentlichen auf 
eine Arbeit von Bendixson^: 

2. Feld von Lösungskurven. Zunächst betrachten wir einen Kurven¬ 
bogen X = , y — y[T:) (tq ^ r ^ Ti), der nirgends den Feldvektor 

berühren soll und für den (t) und y (r) stetig sind und nicht gleich¬ 
zeitig verschwinden. 

Die Lösungen durch die Punkte dieses Kurvenbogens bilden in einer 
gewissen Umgebung desselben ein Feld, d. h. sie erfüllen einen diesen 
Kurvenbogen enthaltenden Bereich völlig derart, daß durch jeden 
Punkt desselben genau eine Lösung geht. Es seien 

(3) x = x{t,x), y = y{t,x) 

diese Lösungen. Es sei 

^ {h,x) = a; (t) , y {tQ,x)if= y (r). 

Dann ist 

d{x,y) dx ^ dy 

d(t,x) dt dx dx dt 

nach S. 41 für Tq ^ t ^ und alle t einer gewissen Umgebung von t^ 
stetig und von Null verschieden. Denn für t = 1^ ist dies der Fall, da 
die Anfangskurve die Lösungen nicht berührt. Nach bekannten Sätzen 
über implizite Funktionen kann man daher für alle x,y aus einer 
gewissen Umgebung der Anfangskurve die Gleichungen (3) auf genau 
eine Weise durch Werte t aus der Nähe von t^ und Werte x aus jenem 
Intervall befriedigen, worin unsere Behauptung liegt. 

3, Verhalten der Lösungen für große Parameterwerte. Wir haben 
schon S. 35 fest gestellt, daß zu jedem Punkt oc = y = y^ des Ge¬ 
bietes B und endliches genau eine Lösung gehört, für die lim x [t] = Xq, 

lim_;y(^) = y^ ist. Eine Änderung des endlichen Wertes welchen man 

dem Punkte zuordnet, ändert an der Lpsvingskurve x = x[t), y = y{t) 
nichts; dadurch ändert sich nur die Parameterdarstellung. Das folgt 
sofort daraus, daß eine Substitution t^=t die Differentialglei¬ 
chungen, auf deren rechter Seite ja der Parameter fehlt, nicht ändert. 
Hat man also zwei Lösungen 

yiW ^ 2 (^*)^. 3 ^ 2 (^*) 

derart, daß /wr ^ = ifo , ^ 

( 4 ) = ^2 [k + h) > yx ik) = y% ik + 

^ Die in Betracht kommenden Arbeiten Poingaräs aus den Jahren 1878-^1887 
sind in dem Bd. 1 der Oeuvres de Henri Poincar^j bequem zugänglich. 

2 Acta mathematica Bd.„24. 1900. 
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ist SO ist für alle r 

[k + 't) ^ X {tQ + h-\-r) yi [k + t) = y [k-\-h +i:) 

Eine solche durch einen Punkt Xq festgelegte Losung wollen wit 
nun auf ihrem weiteren Verlauf verfolgen Sie möge etwa von Xq aus 
gehend ein Stuck weit nach der Methode der sukzessiven Approxi 
mationen durch eine Reihe dargestellt sein Ist dann x-^ mit dem 
Parameterwert ein weiterer durch diese Darstellung erfaßter Punkt 
der Losung so können wir für % y-^ k erneut das Verfahren dei suk 
zessiven Approximationen ansetzen und so die Losung ein Stuck weiter 
verfolgen Nun sind zwei Falle denkbar Entweder kann man dabti 
bei fallenden oder bei wachsenden Parametern nicht über einen ge 
wissen endlichen Grenzwert T des Parameters hinauskommen odei 
aber man kann dabei zu beliebig großen Werten des Parameters gc 
langen Es genügt dabei völlig wachsende Parameter zu betrachten 
Der andere Fall wird durch die Substitution k = —t auf diesen zuruck 
geführt Zunächst ist leicht zu sehen Wenn man hei der Fortsetzung 
nicht zu beliebig großen Parameterwerten gelangen kann wenn also die 
obere Grenze T der längs der Kurve in B erreichbaren Parameterwerte 
endlich ist so kann die Losungskurve für gegen T wachsende Parameter 
werte mcht im Inneren eines abgeschlossenen Teiles des Bereiches B 
bleiben Denn nach Voraussetzung gilt längs der Kurve 

\P{x{t) y(i))|<M \Q{x{t) y(0)|<M für 4 ^ ^ <-T 

Daraus folgt 

— x{ti) I < M i^i — i I |y(4) — y(01 < M |<i - i I 
Das bedeutet aber die Existenz der Grenzwerte 
hm x{t) = a hm y[t) =6 

t^T t^T 

Der Punkt {a b) mußte somit dem Inneren von B angeboren Das 
widerspncht aber der vorhin erwähnten Feststellung von S 35 weil 
man sonst die Losung für T ubertreffende Parameterwerte verfolgen 
konnte Der Punkt [a b) liegt also am Rand des Bereiches und gegen 
ihn konvergiert die Kurve für ^ T 

Ich wende mich zu dem anderen der beiden unterschiedenen Falle 
In ihm kann man die Losung für beliebig große Parameterwerte in B 
verfolgen ohne einen gewissen abgeschlossenen Teilbereich von B 
dabei zu verlassen 

Ich will den Spezialfall vorwegnehmen daß beide Grenzwerte 
]}mx[t)=a limy(^)=6 

i->-oo t->ca 

existieren Dann ^st wte ich zeigen will 

P {a ö) =0 und Q (a ö) = 0 
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(a, b) liegt nämlich in ß; wäre z. B. P{a,b) 4=0, so wäre jedenfalls 
für genügend große t, z. B. für f ^ 

Daher wäre wegen der Stetigkeit von P(x{t), y{t)) für große t entweder 
ständig 

oder ständig 

In beiden Fällen folgt durch Integration 

\x{t) — x{m) \ > — 

SO daß also gegen Annahme lim ] a;(^) ] = oo sein müßte. Stellen (a, b), 

i->oo 

für welche P{a,b) =0 und Q{a,b) =0 ist, nannten wir S. 72 singuläre 
Stellen der Differentialgleichung (1), wofern nicht das gleichzeitige 
Verschwinden von P{x,y) und Q{pc,y) durch Beseitigung eines gemein¬ 
samen Faktors zu beheben ist. Übertragen wir die dort gegebene Defi¬ 
nition sinngemäß auf das System (2) so gehört der Punkt [a, b) jeden¬ 
falls nicht zu den singulären, weil die im Existenzsatz von S. 34/35 for¬ 
mulierten Voraussetzungen jedenfalls erfüllt sind. Tatsächlich geht ja 
durch den Punkt {a,b) die Lösung % ^a,y — b, welche das all¬ 
gemeine Existenztheorem liefert. Es ist aber nach dem eben Fest¬ 
gestellten nicht ausgeschlossen, daß unter Umständen noch eine weitere 
Integralkurve diesem Punkte für ^ oo zustrebt. Auch stellt ja die 
vom Existenztheorem gelieferte Lösung x = a,y = b in der ^-y-Ebene 
keine eigentliche Kurve dar. Schon die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen haben uns einigen Aufschluß über die hier etwa zu 
erwartenden Möglichkeiten gegeben. Wir wollen diesem Sachverhalt 
entsprechend die Stellen {a,b), wie schon S. 35 erwähnt, zu den singulären 
rechnen. Der Wortlaut unserer Definition von S. 72 schließt ja auch 
eine solche Erweiterung der Begriffsbestimmung nicht aus. 

4. Geschlossene Integralkurven. Ich betrachte nun einen Kurven¬ 
bogen X ^ x{f)y y = y{t) yt'^t^y der keinen singulären Punkt der 
Differentialgleichungen (2) trifft. Die Punkte x{t)y y [t) sollen für t-> co 
mehrere Häufungspunkte in B besitzen. Es soll also im Inneren ton B 
Punkte geben, denen \x{t),y{t)\ für beliebig große, t beliebig nahe kommt. 
Am Rande von B und in singulären Punkten sollen dagegen solche 
Häufungspunkte nicht liegen. Dann ist die Kurve L: x ^ x{t), y = y{t) 
entweder selbst eine geschlossene Kurve, oder aber die Häufungspunkte 
für t-^ CO liegen auf einer anderen geschlossenen Integralkurve. 

Bieberbach, Differentialgleichungen. 8. Aufl. 6 
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Diese Aussage entspricht der schon für den Fall der Existenz der 
Grenzwerte gemachten besonderen Feststellung Denn die einem 
singulären Punkte {a h) entsprechende Losung x — a y — b gehört 
zu den geschlossenen Losungen 

Zum Beweise unterscheide ich zwet Falle Ich nehme zunächst an 
etn Haufungspunkt gehöre der Losung L seihst an Die Losung soll also 
einem ihrer Punkte für beliebig große t beliebig nahe kommen Dann 
ist die Losung notwendig geschlossen 

Als geschlossene Losung wird eine Losung angespiochcn auf welcher 
zu einzelnen Punkten mehrere Parameterwerte gehören D h also 
emen solchen Punkt passiert die Kurve nicht allem für 1 = 1^ sondern 
noch für emen anderen Wert ^ Daraus folgt aber daß auch be 
liebige Parameterwerte ifo + ^ dieselben Punkte ergeben 

(S 79/80) Die samthehen Kurvenpunkte sind also durch die zwischen 
^0 und t^ + h gelegenen Parameterwerte bereits erschöpft 

Ich will also jetzt beweisen daß die Losung L notwendig geschlossen 
ist wenn einer ihrer zu t-^ co gehörigen Haufungspunkte auf ihr hegt 
P sei ein solcher Haufungspunkt Ich errichte in demselben die Kurven 
normale Falls die Losung nicht geschlossen ist so muß diese Norm ilc 
von der Losung in unendlich vielen Punkten getroffen werden die 
sich in P häufen Denn sei Q irgendein weiterer Punkt der Losung 
P gehöre zum Parameter p Q zum Parameter q Dann lehrt der S itz 
von der stetigen Abhängigkeit der Losungen von den Anfangspunkten 
daß in einem behebig gegebenen ParametenntervaU p — d < t<.p + ö 
die Losung von den zu den um q — p größeren Parameterwerten 
<l — b <t <q-{- d gehongen Losungspunkten nur wenig abweicht 
wofern nur Q hinreichend nahe bei P gewählt ist Stellt man also 
diese Überlegung für eine gegen P konvergierende Folge von Punkten Q 
der Losung L an deren Parameterwerte q oo streben so erhalt 
man tmendheh viele Kurvenbogen die beliebig nahe an dem um P 
abgegrenzten Bogen der Losung L entlang laufen Wenn die Kurve L 
geschlossen ist dann fallen alle diese Bogen zusammen Unsere Annahme 
die Kurve sei nicht geschlossen hat zur Folge daß alle diese Bogen 
die Normale überschreiten und zwar müssen sie alle in hinreichender 
Nahe von P bei wachsenden Parameterwerten die Normale im gleichen 
Smne überschreiten Auch dies folgt ja aus der Stetigkeitsbetrachtung 
weil doch in hinreichender Nahe von P nur geringe Richtungsunter 
schiede der Integralkurven Vorkommen Dies aber fuhrt zu einer gestalt 
heben Unmöglichkeit Man gebe ein P enthaltendes Normalcnstuck v 
vor das so kurz gewählt sei daß es von allen Bogen im gleichen Sinn 
überschritten wird Man verfolge die Losung von P aus im Sinne wach 
Sender Parameter bis sie zum ersten Male die Normale des Punktes P 
tnfft Dieser Treffpunkt sei P^ Der Kurvenbogen PP^ und das 
Normalenstuck P P^^ begrenzen dann nach dem JORDANschen Kurven 



§ 4. Allgemeine Sätze über den Verlauf der Integralkurven im reellen Gebiet. 83 

satz^ einen Bereich, aus welchem die Lösung nie wieder austreten 
(Abb. 8a) oder in den sie nie wieder eintreten kann (Abb. 8b), da sie 
ja das Normalenstück PP^, wenn überhaupt, so nur immer im selben 
Sinne überschreiten kann, und da sie keinen Punkt des Bogens PPi 
treffen kann, ohne mit diesem Bogen im weiteren Verlauf überein¬ 
zustimmen. Der Bogen PP^ enthält 
nämlich nach Voraussetzung keinen 
singulären Punkt. Daraus folgt, daß auf 
der Normalen die Schnittpunkte in der¬ 
selben Reihenfolge aufeinander folgen, 
wie die zugehörigen Parameterwerte 
auf der Kurve. Pj ist also der P zu¬ 
nächst gelegene Schnittpunkt auf der 
Normalen. P könnte also nicht Häufungspunkt der Schnittpunkte 
sein. Die Lösung L muß also selbst geschlossen sein. Denn die An¬ 
nahme, sie sei nicht geschlossen, führt zu unmöglichen Konsequenzen. 

Ich betrachte nun den anderen Fall, P sei also ein Häufungspunkt, 
der nicht auf der zu untersuchenden Lösung L liegt. Alsdann will ich- 
zeigen, daß die durch P gehende Lösung V geschlossen ist. Jedenfalls 
ist sofort zu sehen, daß jeder Punkt der durch P gehenden Lösung U 
ein Häufungspunkt von X für ^ oo ist. Das folgt wie eben durch 
Betrachtung einer gegen P konvergierenden Folge von Punkten 
von L. Sind nämlich auf L und P auf V gelegene Punkte, so be¬ 
trachte man die Integralkurven L und V, die für ^ durch oder 
P gehen. Für ein beliebiges Intervall ^ t^-^t^T sind sie dann um so 
weniger voneinander verschieden, je näher Qy und P beieinander liegen. 
Daher kann auch V keinem singulären Punkt und auch nicht dem 
Rande von B beliebig nahe kommen, weil sonst dasselbe (gegen An¬ 
nahme) für L zutreffen müßte^. Wenn nämlich U für t-^ co dem singu¬ 
lären Punkt a beliebig nahe käme, so bestimme man T so, daß der zu 
t = T gehörige Punkt von L' um weniger als eine vorgegebene Zahl 

> 0 von a entfernt ist. Alsdann bestimme man Qy auf L so nahe bei 

P, daß für <0 ^ ^ ^ ^ die Kurve L um weniger als vonP'abweicht. 
Dann hat der zu t = T gehörige Punkt von L eine Entfernung von er. 



^ Der beste heute bekannte Beweis ist der von E. Schmidt in den Sitzgsber. 
preuß. Akad. Wiss. 1923, S. 318—329. 

2 Dies folgt mit Hilfe des BoRELseken Überdeckungssatzes sofort aus dem, was 
S. 44 über die Intervalle gesagt wurde, für die dort die Stetigkeit bewiesen wurde. 
Die dort angestellten Betrachtungen lassen sich ja mit Leichtigkeit auf Systeme 
übertragen. 

3 In dem Falle, wo neben anderen auch Häufungspunkte von L in singuläre 
Punkte fallen, lehrt unsere Betrachtung, daß jedenfalls ein beiderseits von singu¬ 
lären Punkten begrenzter Bogen von L' von Häufungspunkten besetzt ist. 

6 * 
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die e nicht ubertnfft Da man aber e > 0 beliebig wählen kann so 
kommt man in Widerspruch mit den über L gemachten Annahmen 

U verlauft also für völlig in einem abgeschlossenen Teil 

bereich von B an dessen Rand kein singulärer Punkt von B hegt 
Daher muß L im Innern von B für oo Haufungspunkte besitzen 
die nicht smgular sind Diese Haufungspunkte hegen aber notwendig 
auf V Anderenfalls sei R ein solcher Haufungspunkt von L Dann 
mache ich im Punkte R bei L dieselbe Betrachtung wie im vorigen 
FaUe im Punkte P bei L Die durch R gehende Losung heißt dann 
V Auf ihr errichte ich in R die Normale und schneide diese mit V 
Wieder erkenne ich daß auf dieser Normalen in genügender Nahe 
von R die Schnittpunkte mit V in derselben Reihenfolge hegen wie die 
zugehongen Parameterwerte auf L Es seien also R R 3 diei solche 
Schnittpunkte- mit L und 4 die zugehörigen Parameter 

werte Nun aber kann man emsehen daß zwischen R-^ und R sowohl 
wie zwischen R^ und Rg die Normale nui einmal von L geschnitten 
werden kann Daraus wurde dann folgen daß Rg nicht Haufungs 
punkt von L sein kann entgegen der schon bekannten Tatsache daß 
jeder Punkt von V ein solcher Haufungspunkt ist Um z B zu erkennen 
daß die Normale zwischen R^ und Rg nur einmal von L geschnitten 
werden kann muß man nur bemerken daß alle etwa vorhandenen 
Überschreitungen falls nur R^ Rg Rg genügend nahe an R gewählt 
sind im selben Sinn erfolgen mußten Da aber der Bogen R^Ro von 
L kernen singulären Punkt trifft und da er zusammen mit dem Geraden 
stuck RjRg einen Bereich begrenzt so mußten die Überschreitungen 
abwechselnd in der einen oder in der anderen Richtung geschehen 
den Ein- und Austritten von L aus diesem Bereich entsprechend Denn 
L kann ja L nicht schneiden ohne mit ihm zusammenzufallen Da 
somit die Annahme R läge nicht auf L zu Ungereimtheiten fuhrt 
so muß R auf L hegen Daher ist L geschlossen 

5 Periodische Losungen und Spiralen Unser Satz ist damit bt 
wiesen Er kann aber noch durch die folgenden Bemerkungen ergänzt 
werden Die Kurve L ist jedenfalls eine Spirale die sich in immu 
engeren Windungen an das geschlossene L' heranlegt U nennt man 
emen Grenzzykel oder auch eine perwdtsche Losung Ist Xq Vo 4 cm 
Punkt der Losung und ist r die kleinste positive Zahl für die 

<4) '^0 = X (4) = a; (4 -f t) yo = y (4) = y (4 + t") 

ist so heißt r die Periode der Losung r ist davon unabhängig welchen 
Punkt der Losung man mit x^ 4 bezeichnet hat Denn aus ( 4 ) 
folgt für beliebige t nach S 79/80 

x{t) = x{t + r) y {t) =:y(t + r) 

Nun ergibt sich weiter daß alle Losungen welche nur irgend einmal genügend 



§ 4. Allgemeine Sätze über den Verlauf der Integralkurven im reellen Gebiet. 85 


nahe an U herankommen und welche mit L zusammen auf derselben Seite 
von L' liegen, Spiralen sein müssen, die sich für gegen oo wachsende t dem U 
asymptotisch nähern. Um das zu erkennen, beschränken wir die Betrachtung 
auf einen an i' nach der Seite von L angrenzenden zweifach zusammen¬ 
hängenden Bereich, der frei von singulären Punkten ist. Solche können 
nämlich nur da liegen, wo P und Q gleichzeitig verschwinden. Da auf 
jL' solche singuläre Stellen nicht liegen, so gibt es aus Stetigkeitsgründen 
einen solchen zweifach zusammenhängenden Bereich. Wir wählen auf 
L einen Punkt derart, daß alle zu größeren Parameter werten gehörenden 
Punkte von L ganz jenem zweifach zusammenhängenden Bereich an¬ 
gehören. Wir errichten in einem _ 

Punkt von V nach der Seite, ^ - 

auf der L liegt, eine Normale / 
so kurz, daß sie jenen Bereich / 

nicht verläßt, und daß sie von IW /fi 1)1 

jeder sie treffenden Lösung 
immer im gleichen Sinn ge- 

troffen wird. Von L behalten wir 9 

nur noch den Teilbogen bei, der 

in einem solchen Treffpunkt Rq beginnt, und der sich über alle größeren 
Parameterwerte erstreckt. Den Teilbogen von L, der zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden der Treffpunkte R^, R^, R^, • • • mit der Normalen 
liegt, nennen wir eine Windung von L. Jede Windung von L bildet 
mit dem ihre Endpunkte verbindenden Normalenstück eine geschlossene 
Jordankurve. Eine solche können wir zur Begrenzung des zweifach 
zusammenhängenden Bereiches verwenden. Durch die den übrigen 
Windungen entsprechenden Jordankurven erscheint dieser dann in 
Teübereiche zerlegt (Abb. 9). Wir stellen zunächst fest, daß keine ge¬ 
schlossenen Lösungen existieren, welche das Normalenstück zwischen 
R und Rq treffen. Möge z. B. eine solche Lösung die Normale zwischen 
J?ftUndÄ;t+i beim Parameterwert t^ treffen. Dann verläuft sie für wach¬ 
sende t in dem in der Abb. 9 schraffierten Bereich. Soll sie geschlossen 
sein, so muß sie für wachsendes t wieder einmal an die Stellen gelangen, 
die sie für ^ in genügender Nahe von passierte. Diese liegen aber 
außerhalb des schraffierten Bereiches. Daher kann eine solche Lösung 
nicht geschlossen sein. Wir wollen nun weiter zeigen, daß jede in 
einem Punkt des Normalenstückes beginnende Lösung eine sich an V 
anschmiegende Spirale ist. Dazu braucht nur gezeigt zu werden, daß 
jede zwischen und Ri^+i beginnende Lösung den schraffierten 
Bereich der Abb. 9 zwischen und jRfc + 2 wieder verläßt. Denn 

dann gilt das gleiche für den durch die nächste Windung bestimmten 
Bereich usw. Wenn die Lösung überhaupt den Bereich wieder ver¬ 
lassen soll, so kann dies nur auf dem genannten Normalenstück ge¬ 
schehen. Verläßt die Lösung den Bereich nicht, so kann sie diesem 
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Normalenstuck auch nicht beliebig nahe kommen Denn nach S 70 
bedecken die in Punkten dieses Normalenstuckes beginnenden Losungen 
nach vorwärts und nach rückwärts verfolgt einen gewissen das Nor 
malenstuck enthaltenden Bereich lückenlos Die Losung verliefe dahci 
ganz im schraffierten Bereich ohne seinem Rand nahe zu kommen 
und mußte daher da sie selbst nicht geschlossen sein kann (sie trifft 
]a die Normale) und da im schraffierten Bereich kein singulärer Punkt 
hegt sieh as 5 miptotisch an eine geschlossene Losung anschmicgen die 
selber ganz dem schraffierten Bereich angehort da sie ]a die Normale 
als geschlossene Losung nicht treffen kann Andererseits müssen olle 

Losungen die genügend 
nahe bei Rj zwischen Rj 
und Rj+i die Normale 
treffen wegen der ste. 
tigcn Abhängigkeit von 
der Anf angsbe dingung 
die Normale in dci Nahe 
von Ri und zw ir luf 
Rj +iRj ,2 treffen Bc 
zeichnen wir mit R einen 
Punl t zwischen Rj und 
derart daß alle zwischen Rj und R beginnenden Losungen dis 
nächste Normalenstuck treffen daß dies aber für Losungen die jenseits 
R dicht bei R beginnen nicht mehr so ist und betrachten die I osung 
durch R Sie kann dann selbst die Normale nicht wieder treffen di 
sonst alle Nachbarlosungen auch noch die Normale wiedei trafen Sie 
bleibt daher im schraffierten Bereich und schmiegt sich wie schon gc sagt 
einer diesem schraffierten Bereich angehongen geschlossenen Losung 
an Macht man aber bei dieser dann eine analoge Konstruktion wie bei 
L so sieht man (vgl Abb 10) daß alle in dei Nahe von R beginnenden 
Losungen in dem in der neuen Abbildung schraffierten Bei eich von 
einem gewissen Parameterwert an verbleiben müssen Das träfe auch 
für diejenigen dicht vor R beginnenden Losungen zu von denen wir 
gerade vorhin sahen daß sie sich an L' anschmiegen Da sich beides 
widerspricht so kann es keinen Punkt R' mit den angegebenen Eigen 
schäften geben Daher sind alle auf dem Normalcnstuck beginnenden 
Losungen Spiralen die sich an L anschmiegen Wir zeigen nun noch 
daß sie den an L sich anschließenden zweifach zusammenhängenden 
Bereich schlicht und lückenlos erfüllen 

Um das einzusehen brauchen wir nur einen von den Spiralen bc 
deckten Punkt dieses Bereiches mit einem eventuell nicht bedeckten 
zu verbinden Wir fuhren längs der Verbindungskurve einen Parameter 
ein der von dem bedeckten zu dem unbedeckten Punkt hin von 0 bis 1 
wachsen möge Wir betrachten die obere Grenze der Parameterwertc 
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welchen bedeckte Punkte entsprechen Möge der dieser oberen Grenze 
entsprechende Punkt P z B im schraffierten Bereich der Abb 9 
hegen Die durch P gehende Losung trifft dann die Normale nicht 
Denn sonst gehörte sie zu den Spiralen und die Nachbarspiralen wurden 
eine volle Umgebung von P bedecken Da also die Losung durch P 
nicht zu den Spiralen gehört und die Normale also nicht tnfft verlauft 
sie ganz im schraffierten Bereich und schmiegt sich wieder an eine ge 
schlossene Losung aus diesem Bereiche an Dann aber ist das gleiche 
für alle Losungen durch Nachbarpunkte der Fall Aber darunter sind 
]a Spiralen die sich an L anschließen also nicht im schraffierten Bereich 
bleiben Dieser Widerspruch lehrt daß ein an L sich anschließender 
zweifachzusammenhangender Bereich lückenlos von den Spiralen be 
deckt wird 

6 Beispiel Ich schließe noch einige Betrachtungen über das 
Verhalten der Losungen in der Umgebung einer geschlossenen Losung 
an Daß eine geschlossene Losung von einer Schar geschlossener 
Losungen umgeben sein kann haben wir schon im vorigen Paragraphen 
am Beispiel 


gesehen Hier sind die Losungen Kreise um den Ursprung als Mittel 
punkt Daß auch in der Umgebung einer geschlossenen Losung Spiralen 
liegen können und noch manches andere sieht man an dem folgenden 
Beispiel in dem ö eine beliebige Zahl bedeutet 




für 


Aber ^ = — V Tt ~ ^ ** "t" ^ ~ ^ 

Fuhrt man nämlich Polarkoordinaten ein [x — r cos y = r sin i?) 
so werden diese Gleichungen 

= -l)sin;r^ für r 4=1 


^ = 0 für r = 1 

d‘d' 

Unter den Losungen sind den unendlich vielen Nullstellen von 
sm — I entsprechend unendlich viele Kreise enthalten die sich gegen 
den Kreis r = 1 häufen Zwischen zwei aufeinanderfolgenden dieser 
Kteise verlaufen aber die Losungen als Spiralen die sich um ]eden 
der beiden Grenzkreise herumwinden Dazwischen hangt nämlich r 
monoton von ab 
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Es fallt auf daß sich die Differentialgleichung zwar in der Um 
gebung der isoherten Kreise analytisch verhalt daß sie aber auf dem 
Haufungskreis selbst nicht analytisch ist Daß tatsächlich so etwas 
im anal 5 d:ischen Fall nicht Vorkommen kann ist leicht einzusehen 
Ich will namhch zeigen daß tn der Umgebung einer geschlossenen Losung 
auf der sich die Differentialgleichung analytisch verhalt entweder nur 
geschlossene Losungen oder nur Spiralen hegen Nehme ich nämlich an 
gegen eine geschlossene Losung häuften sich andere geschlossene Lo 
sungen dann errichte ich in einem Punkt P der Haufungslosung eine 
Normale und führe auf dieser Normalen den Abstand s von P als Para 
meter em Durch einen beliebigen Punkt s der Normalen lege ich eine 
Losung Diese verfolge ich m Richtung wachsender Parameter bis 
sie zum ersten Male wieder die Normale tnfft Das geschehe bei dem 
Parameter Dann ist nach S 53 eine anal5d:ische Funktion f{s) 
für alle s die zu Punkten der Normalen aus der Umgebung der Haufungs 
losung gehören Für diejenigen unendlich vielen Werte s aber welche 
geschlossene Losungen bestimmen ist dann / (s) = s Da dies aber 
nun in emem Intervall in dem f[s) analytisch ist unendlich oft der Fall 
ist so ist nach bekannten Sätzen über analytische Funktionen für 
alle s /(s) = s und das heißt daß alle Losungen aus einer gewissen 
Umgebung der Haufungslosung geschlossen sein müssen 

7 Änderung der Differentialgleichung Ich fuge noch eine Be 
merkung über das Verhalten geschlossener Losungen bei hinreichend 
geringer Abänderung der Differentialgleichung an 

Daß bei hinreichend germger Abänderung einer Differential¬ 
gleichung geschlossene Losungen wieder m geschlossene Losungen 
ubergmgen wird man schon angesichts des letzten Beispieles in dem 
man ja d beliebig klein wählen kann nicht behaupten wollen Wohl 
aber kann man eine solche Aussage machen wenn man von einer 
Differentialgleichung mit emer isolierten geschlossenen Losung L un 
gerader Ordnung ausgeht Darunter will ich eine Losung verstehen an 
die sich von außen und mnen andere Losungen spiralig anschließen 
Daher die Benennung isoliert Es möge aber außerdem der Wmdungs 
sinn der Spiralen außen und innen derselbe sein d h so daß sämtliche 
Spiralen für ^ + oo sich der geschlossenen Losung nähern Nur 

dann soll die geschlossene Losung von ungerader Ordnung heißen Alsdann 
gilt der Satz daß eine jede andere Differentialgleichung die in einer 
gewissen Umgebung dieser geschlossenen Losung hinreichend wenig von 
der ersten verschieden ist in dieser Umgebung selbst mindestens eine 
geschlossene Losung besitzt Zum Beweise betrachte ich wieder die schon 
vorhm emgefuhrte Funktion = /(s) bei der man aber jetzt wo die 
Differentialgleichung nur den zu Beginn dieses Paragraphen formulierten 
Voraussetzungen genügt nur von der Stetigkeit Gebrauch machen kann 
Die entsprechende Funktion für die abgeanderte Differentialgleichung 
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sei Sj = g (s) Hier ist nun dem geringen Unterschied beider Differential 
gleichungen entsprechend die zweite Funktion nur wenig von der ersten 
verschieden Nach unseren Voraussetzungen erfahrt nun beim Durch 
gang durch 5=0 die stetige Funktion / (s) — s emen Vorzeichen 
Wechsel Daher gilt das gleiche auch für die Funktion g(s) — s für einen 
oder mehrere s = 0 benachbarte Werte von 5 Auch die abgeanderte 
Differentialgleichung besitzt also geschlossene Losungen die dazu noch 
in der Nahe der geschlossenen Losung der ursprünglichen verlaufen 
Unsere Betrachtung laßt außerdem deutlich erkennen inwiefern die 
Voraussetzung daß die geschlossene Losung von ungerader Ordnung 
sei wesentlich ist Anderenfalls braucht tatsächlich die Gleichung 
5 == g (s) keine Losung zu besitzen 

8 Existenz singulärer Punkte Uber geschlossene Losungen gilt 
weiter der folgende Satz Im Inneren einer jeden geschlossenen Losung L 
hegt mindestens ein singulärer Punkt der Differentialgleichung Dabei ist 
vorausgesetzt daß die Losungskurve einen einfach zusammenhängenden 
Bereich umschließt in dem die Koeffizienten P[x y) Q{x y) der Diffe 
rentialgleichung den zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen Voraus 
Setzungen genügen 

Beim Beweise stutze ich mich darauf daß die Differentialgleichungen 
(2) die ich im Gegensatz zur Behauptung als singulantatenfrei an 
nehme m einem L enthaltenden einfach zusammenhängenden Bereich 
ein stetiges Vektorfeld erklären Verfolgt man den Feldvektor längs L und 
durchlauft dabei L so daß sein Inneres zur Linken hegt so erleidet 
der Vektor da er zugleich Tangentenvektor von L ist beim vollen 
Umlauf eine Gesamtdrehung um 27i Dies steht im Gegensatz zur 
Annahme daß das Vektorfeld im Inneren von L frei von Singularitäten 
ist Verfolgt man namhch den Feldvektor z B längs eines genügend 
kleinen Dreiecks so ist seine Gesamtdrehung wegen der Stetigkeit des 
Vektorfeldes Null Längs eines jeden Sehnenpolygons das L genügend 
nahe approximiert ist die Änderung des Feldvektors gleichfalls 27t 
Dies Polygon kann Selbstuberkreuzungen haben Aber man kann es 
in einfach geschlossene Polygone zerlegen Längs eines jeden ist die 
Drehung des Feldvektors ein Vielfaches von 27t und längs mindestens 
eines derselben ist sie ein positives Vielfaches von 27t Ein solches 
Polygon zerlegt man durch Diagonale in Dreiecke Bei Umlaufung 
mindestens eines derselben ist die Gesamtdrehung des Feldvektors ein 
positives Vielfaches von 2 7 t Denn umlauft man alle Dreiecke im glei 
chen Sinne so ist die Summe der einzelnen Drehungsanderungen des 
Feldvektors gleich der Gesamtdrehung bei Umlaufung des Polygons 
Ein solches Dreieck bei dem die Drehung des Feldvektors von Null 
verschieden ist zerlege man durch Parallele zu den Seiten die man 
durch die Seitenmitten zieht m vier kongruente Dreiecke Bei mindestens 
einem desselben ist die Gesamtdrehung ein von Null verschiedenes 
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Vielfaches von 2 n Dies zerlege man in der gleichen Weise Durch Foit 
Setzung dieses Verfahrens erhalt man behebig kleine Dreiecke bei 
deren Durchlaufung der Feldvektor sich jeweils um ein von Null ver 
schiedenes Vielfaches von 27t dreht Das widerspricht aber den vorhin 
festgestellten Tatsachen daß längs genügend kleinen Dreiecken die 
Änderung des Feldvektors Null ist falls das Feld frei von Singularitäten 
ist d h frei von Stellen wo die zugeordneten Vektoren Nullvektoren 
sind Also besitzt das Feld innerhalb von L Singularitäten^ 

Man kann wie man leicht sieht und wie der Leser des näheren 
durchuberlegen möge aus den vorausgegangenen Betrachtungen den 
folgenden Schluß ziehen 

E%n Bogen einer Losung der für alle positiven t ganz im Inneren 
eines einfach zusammenhängenden Bereiches verlauft der ^n seinem 
Inneren höchstens eine singulare Stelle P enthalt ist entweder eine P 
umschließende geschlossene Kurve oder ist eine Spirale die sich einem 
Grenzzykel anschmiegt welcher P umschließt oder er mundet im singulären 
Punkt oder er ist eine Spirale die sich an eine Losung anschließt die 
sowohl für + oo wie für t-^ — oo im singulären Punlt mundd 
oder aber sie strebt für + oo gegen den Rand 

Hat man weiter eine Losung die für alle positiven und negativen t 
ganz im Inneren eines einfach zusammenhängenden Beieiches bleibt 
der in seinem Inneren höchstens eine singulare Stelle enthalt so muß 
jeder der sich für positive und negative t ergebenden Losungsbogtn 
einer der eben beschriebenen Arten angeboren Beachtet man noch 
daß wegen der Stetigkeit der Richtungsvektoren sich nicht beide 
Bogen demselben Grenzzykel anschließen können so bleiben nur folgende 
Möglichkeiten 

1 geschlossene Losung um P 

2 geschlossene Losung durch P 

3 ein Ende mundet im Rand das andere ist Spirale oder mundet 
in P 

4 beide Enden munden im Rand 

5 ein Ende mundet in P das andere ist Spirale 

9 Verlauf der Losungen m der Nahe eines smgularen Punktes 
Ich beschließe diese gestalthchen Betrachtungen mit dem folgenden 
nützlichen Satz Eine singulare Stelle P sei von einem Kreise umschlossen 
m dem keine weiteren singulären Stellen hegen Von zwei Punkten seiner 
Peripherie mögen Losungen L^ und L^ ausgehen die in P munden Diese 
mögen zusammen mit der Peripherie des Kreises einen Bereich G bc 
stimmen in welchem keine weitere in P mundende Losung verlauft 

^ Zu diesem Beweis vgl man den PRiNGSHEiMschen Beweis des Cauciiy 
sehen Integralsatzes oder den Beweis des WEiERSTRASSschen Monodromiesn,t/es 
Vgl Bieberbach Lehrbuch der Funktionentheorie Bd I 3 Aufl 1930 
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Dann kann man um jeden auf L-^ und jeden auf gelegenen Punkt 
(Pi und P 2 ) durch Kretsbogen aus G solche Gehwie ausschnetden daß 
jede Losung V d^e %n dem einen beginnt auch das andere Gebiet passiert 
(Abb 11) 

Ersichtlich ist dies eine Verallgemeinerung des Satzes von der 
stetigen Änderung der Losungen bei Änderung der Anfangswerte Man 
kann diesen ]a offenbar in ganz ähnlicher Weise formulieren Zum Be¬ 
weise errichte ich in den beiden Punkten P^ und P Normalen die in 
G hineinfuhren und die so kurz sind daß sie einander nicht treffen 
und verbinde gemäß Abb 11 ihre End¬ 
punkte Pj und Pg in G durch einen Kur¬ 
venbogen Der von P-^PP^P^P^Pi be¬ 
grenzte Bereich sei B' Alsdann lasse ich 
in einem Punkte R der Normalen zwischen 
Pi und Pi eine Losung beginnen Diese 
kann nicht in P munden Sie kann nicht 
geschlossen sein da es sonst neben P noch 
singulare Punkte gäbe sie kann sich aus 
demselben Grund keiner geschlossenen Lo 
sung anschmiegen sie kann sich aber auch 
keiner mit beiden Enden in P mundenden Losung anschmiegen da dies 
sich mit unseren Annahmen nicht vertragt Sie kann auch in keinem Punkt 
von P'munden da dieser singulär sein mußte Also muß sie einmal wieder 
B verlassen Wir betrachten den ersten Austrittspunkt Das muß ein 
Punkt der Verbindungslinie PiP' P^ Pgsein Ich kann durch genügend 
kurze Wahl derNormakn erreichen daß dieser Austritt S weiter vonPi 
ab also naher an Pg heran als der Beginn R liegt Den Anfangspunkt 
lasse ich sich nun stetig auf Pj hm bewegen Dann bewegt sich der 
Endpunkt S stetig von Pi weg einer Grenzlage zu Ich behaupte 
daß diese Grenzlage Pg sein muß Denn anderenfalls sei V der zwischen 
Pi und P 2 gelegene Grenzpunkt Ich behaupte daß die durch ihn gehende 
Losung in P munden mußte Die Losung durch V muß dann im Punkte 

V in der Feldrichtung B' verlassen Lage sie nämlich in der Umgebung 
von V ganz außerhalb von B^ so mußte jede durch einen V benachbarten 
Randpunkt von B' bestimmte Losung in der Nahe von V ein zweites 
Mal den Rand von B' treffen Es läge also kurz vor ihrem Austritts 
punkt aus B' noch ein Treffpunkt mit dem Rand von B' in dem sie 
in ß' eintritt Das widerspricht unseren Annahmen über V Also ver 
laßt die durch V bestimmte Losung bei V den Bereich ß Verfolgt man 
sie rückwärts so muß man irgendwo auf P-^P^P^P^ ihren Eintritts 
punkt C7 in ß' antreffen Sie kann ja nicht in P munden Auf der 
Strecke PiP^F kann dieser Punkt t7 nicht liegen Er liegt also auf 

V Pg P 2 Ware er von P 2 verschieden so mußten die durch alle Nachbar 
punkte von TJ bestimmten Losungen in allen Nachbarpunkten von V 
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den Bereich B verlassen Das widerspricht der Definition von V Also 
mußte die durch V bestimmte Losung rückwärts verfolgt durch P 
gehen also auf die durch bestimmte Losung fallen Diese geht 
aber nicht nach V sondern nach P Also kann V nicht vor P^ liegen 
Also muß V mit Pg zusammenfallen Dann hegt aber der Beweib unseres 
Satzes In G verlaufen also die Losungen ähnlich wie in der Um 
gebung eines Sattelpunktes Wegen weiterer Satze über gestaltliche 
Verhältnisse sei auf die S 79 erwähnte Arbeit von Bendixson vcr 
wiesen Ich gehe jetzt zu Anwendungen auf spezielle Differential 
gleichungen über 

10 Bemerkungen 1 W^r haben die Satze dieses Paragraphen für Diffcrcnii il 
gleichungen gewonnen welche der Lipschitz Bedingung genügen BROU^^ er hat 
in einigen Arbeiten über stetige Vektorverteilung auf OberfUchen in den Amster 
damer Berichten von 1910 den allgemeineren Fall von nur stetigen Differential 
gleichungen behandelt und dort entsprechende Ergebnisse gewonnen 

2 Hinsichtlich der Übertragung dieser Satze über den Gesamtverlluf von 
Losungen auf Systeme ist noch wenig bekannt Wir werden insbesondere spater 
bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung naher auf die Dinge eingehen Hier 
hegen weitergehende Untersuchungen vor 

11 Anwendung auf den Poincar£ sehen Wiederkehrsatz Die Lo 


sungen 


X — f (t — ^0 ^o>3^o) 


y = g{i — to Xo yo) 


der Differentialgleichungen (2) S 78 bilden nach S 56 eine Gruppe und 
man kann auch schreiben 


Xo=f(to-t X y) 

u * \ 

yo=g{to — t X y) 

Wir nehmen an daß ein gewisser Bereich B durch die Operationen 
dieser Gruppe in sich transformiert werde — d h die Losungskurven 
deren A^nfangspunkte im Bereich B hegen sollen für alle t dem Bereich B 
angeboren Außerdem sollen die Operationen der Gruppe inhalttieu 
sein D h durch jede Abbildung der Gruppe soll jeder Teilbeieich von B 
in einen von gleichem Inhalt abgebildet werden^ 
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Da jede Lösungskurve ganz in B verläuft, so ist nach S. 81 jede 
Lösung entweder geschlossen oder asymptotisch zu einer geschlossenen, 
wofern in B keine Singularitäten der Differentialgleichungen (2), also 
auch keine Stellen liegen, an denen P und Q zugleich verschwinden. Da 
aber nach S. 89 aus dem Vorhandensein von geschlossenen Lösungen 
auf das Vorhandensein singulärer Stellen geschlossen werden kann, so 
können inhalttreue Gruppen für einfach zusammenhängende Bereiche 
bei Ausschluß von Singularitäten nicht existieren. 

Ziehen wir also mehrfach zusammenhängende Bereiche B heran. 
Dann folgt aus unseren Betrachtungen, daß alle Lösungskurven ge¬ 
schlossen sind. Denn zunächst folgt nach den eben schon berührten Über¬ 
legungen, daß jedenfalls geschlossene Lösungen Vorkommen. Sei L eine 
solche, so sind die Nachbarlösungen entweder geschlossen oder zu L 
asymptotisch. Dies letztere ist aber mit der vorausgesetzten Inhalttreue 
nicht verträglich, weü dann durch eine Transformation mit genügend 
großem Parameter t der in Abb. 9 S. 85 schraffierte Bereich oder ein 
TeUbereich desselben in einem anderen abgebildet würde, der sich be¬ 
liebig eng an L anschließt und der daher nicht denselben Inhalt haben 
könnte. 

Deutet man die Transformationen (5) durch den zeitlichen Ablauf 
einer Strömung, so kann man also auch sagen, daß jeder Punkt Pq im 
Verlauf der Zeit beliebig oft wieder seine Ausgangslage annimmt. Der 
PoiNCAR^sche Wiederkehrsatz ist eine Verallgemeinerung dieses Ergeb¬ 
nisses auf Systeme von mehr als zwei Differentialgleichungen. Zwar 
kann man hier nicht behaupten, daß jeder Punkt seine Ausgangslage 
immer wieder passiert, sondern nur, daß alle Punkte mit Ausnahme 
solcher, die einer Menge vom LEBESGUEschen Maß Null angehören, 
immer wieder der Ausgangslage beliebig nahe kommen. Für diesen von 


Daher ist 

dx dy ^ ^ 
dy^ Syp 
dx dy 

notwendig und hinreichend für die Inhalttreue. Da aber diese Funktionaldeter¬ 
minante für « = <0 z« 1 wird, so ist ihre Konstanz notwendig und hinreichend. 
Und dafür ist wieder notwendig und hinreichend, daß für /„ = i die Ableitung nach 

verschwinde. Für ^ aber wird Xq — x, yp y, also * dy 


dxp 

dx 


0, 


dy ” 


Daher wird für tp = t 


dxp dxp 

d, dx dy 
^*0 dyp dyp 
dx dy 



d_Q 
dy ' 
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P0INC4RE ersonnenen Wiederkehrsatz vgl man den einfachen Beweis 
den Carath^odory ^ gegeben hat 

§ 5 Die Differentialgleichungen ay + y) 

^ [x y) sei dabei eine Potenzreihe die keine Glieder von niedrigerer 
als der zweiten Dimension enthalt und die in der Umgebung von 
(0 0) konvergiert Von dem zu gewinnenden Ergebnis werden wir im 
folgenden Paragraphen eine Anwendung machen m werde stets als 
ganze positive Zahl vorausgesetzt Wir gehen wieder zur Parameter 
daxstellung über und setzen 

-77 = ^ 
cL t 

^l = tiy-\-hx + ^{x y) 

Ich unterscheide mehrere Falle 

1 m eine ungerade ganze Zahl a < 0 

Zunächst wählen wir eine Umgebung des Ursprungs in welcher 
kein weiterer singulärer Punkt liegt Als solche Umgebung kann ein 
parallel den Koordinatenachsen onentiertes Rechteck genommen wer 
den Es wird durch die Losung % = 0 in zwei Teilrechtecke zerlegt 
die wir getrennt zu betrachten haben Zunächst wähle ich die Zahl 
ö > 0 so daß die Punkte (0 Ö) und (0 — d) dem Rechteck angeboren 
und daß 

ad + ^{0 d)^0 
— ad + ^{0 -d)'>0 

ist Dann kann man weiter die Zahl e > 0 so wählen daß das von 
den Geraden x = ■;izs y = :iz d begrenzte Rechteck ganz im erst¬ 
genannten enthalten ist und daß für \ x\^e 

ad + b X + ^ {x d) <0 

— ad b X {x — ö)>0 

gilt Ich betrachte dann zunächst denjenigen Teil des kleineren Recht 
ecks in dem a; < 0 ist In ihm gibt es wie ich zeigen will genau eine 
Losung der Differentialgleichung welche im Ursprung mundet Ich 
lege durch irgendeinen inneren Punkt P der Begrenzungsstrecke y = d 
dieses Rechtecks eine Losung der Differentialgleichung Da in diesem 

Punkt und in semer Umgebung > 0 ist so verlaßt diese Losung 
mit zunehmendem a; das Rechteck Ebenso steht es auf der gegen 

^ C Carathäodory Uber den Wiederkehrsatz von Poincar6 Sitzber prcuß 
Akad d Wiss 1919 S 580—584 
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Überliegenden Rechteckseite, wo < 0 ist. Verfolgt man daher eine 

solche Lösung für abnehmende x ins Rechteck hinein, so muß sie die 
Rechteckseite x — — e treffen^. Ich lasse nun den Anfangspunkt Pj 
auf y = ö gegen den Punkt ( 0 , <5) konvergieren. Die Punkte, in welchen 
die zugehörigen Lösungen die Rechteckseite x = — e treffen, hängen 
dabei stetig von der Lage des Punktes P^ ab und rücken monoton auf 
die Rechteckseite y = — S zu. Sie streben daher einer Grenzlage 
mit den Koordinaten (— s, s^) zu, wenn P^ seiner angegebenen Grenz¬ 
lage zustrebt. Betrachtet man ebenso die Lösung durch einen Punkt 
Pg auf y — — d und läßt wieder Pg von links her gegen ( 0 , — ö) kon¬ 
vergieren, so streben die stets vorhandenen Schnittpunkte dieser Lö¬ 
sungen mit X ^ — s einer Grenzlage Sg mit den Koordinaten {— e, Sg) 
zu. Hier ist weil sich sonst eine von einem Punkte von y = ö 

ausgehende Lösung mit einer von einem Punkte von 3 ; = — d aus¬ 
gehenden im Inneren des linken Teilrechtecks treffen müßte. Legt man 
dann durch eine Lösung, so muß dieselbe im Ursprung münden. 
Denn man kann sie bis zum Verlassen des Rechtecks verfolgen. Dies kann 
nur auf 3 ; == ± ^ oder im Ursprung geschehen. Denn = 0 ist eine sonst 
von Singularitäten freie Lösung und der y-Achse parallele Tangenten 
kommen auf der zu untersuchenden Lösung nicht vor. Wenn aber 
die Lösung durch 5^ in einem inneren Punkt einer der beiden Recht¬ 
ecksseiten 3 ; = ^ d endete, so müßte das aus Stetigkeitsgründen bei 
allen Lösungen durch, Si beiderseits benachbarte, Punkte ebenso sein. 
Das widerspricht aber der Definition von 5i. Die Lösung durch 
muß also im Ursprung münden. Die gleiche Überlegung gilt für die 
durch Sg gehende Lösung. Daraus ergibt sich = Sg. Denn es gibt 
nur eine in der Rechteckshälfte x <, 0 gelegene Lösung, welche im 
Ursprung mündet. Anderenfalls seien nämlich yi{x) und 3 ^ 2 (^) zwei 
derartige Lösungen. Dann hat man 

(« + /(*))• 

Hier ist / (x) = - ^ eine Funktion von x, die sich nach 

Potenzen von x,yj^ und y^ entwickeln läßt und die für x =0 ver¬ 
schwindet. Daher gibt es eine Zahl a derart, daß 

|/M I < jy für |a;| < or. 

Ist dann — er < < 0 , so ist (für aTq < a; < 0 ) 

_nW —y.(*) = [yi(*o) —ya(»o)]s** 

^ Sollte sie nämlich über y = -{- <5 oder über 3 / = — <5 das Rechteck ver¬ 
lassen, so müßten beide Male der y-Achse parallele Tangenten auf ihr zu finden 
sein, was für at < 0 unmöglich ist. 
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Daher ist 


X 



\y^{x) — y {x)\>\y^{x^) — y^{xo)\t^ * 

> |yi(^o) —y2(^o)| 

und das widerspricht der Annahme daß (x) und y [x) im Ursprung 
munden sollen In der Rechteckhalfte x gibt es also genau eine %m 
Ursprung mundende Losung Das gletche ist in der Rechteckhalfte x "> 0 
der Fall Das erkennt man am raschesten indem man diesen Fall aut 
den vorigen durch Vorzeichenanderung von x zuruckfuhrt 

2 m ungerade ganze Zahl a>0 

Ich konstruiere ein Rechteck genau wie im vorigen Fall Jetzt ist 
aber für \x \ <e 

ad -\-hx + %{x ö )>0 
— ad -\-hx + ^ (x “-(3)<0 

Ich betrachte zuerst die Hälfte >0 des Rechtecks Eine m duscni 
beginnende Losung kann bei abnehmendem x nach diesen Unglei¬ 
chungen das Rechteck weder auf 3 / = + d noch auf 3 ; = — <5 ver¬ 
lassen Sie kann ihm aber auch nicht über ^ = 0 entrinnen Sie muß 
also entweder im Ursprung munden oder geschlossen sein oder sich 
emer geschlossenen anschmiegen Die beiden letzten Fille sind aus 
geschlossen weil sonst im Rechteck weitere singulare Pimktc ligtii 
Also munden alle Losungen im Ursprung Ebenso schließt man in 
der Hälfte ^ <C 0 für wachsende x Jetzt ist also der Ursprung tin 
Knoten insofern als alle im Rechteck beginnenden Losungen im Ursprung 
munden 

3 m gerade ganze Zahl a <C.O Es sind keine neuen Erorttrungt u 
mehr notig Für x schließt man wie eben auf ein Knotengebiet und 
für a; > 0 greift die Überlegung von Fall 1 wieder Platz In v :: 0 
hegt also nur eine im Ursprung mundende Losung 

4 m gerade ganze Zahl a>0 Man schließt für x>0 wieder auf 
Knoten und für x <0 auf eine einzige im Ursprung mundende Losung 

Die Falle a=0 erfordern eine eindringendere Behandlung Auch 
sie sind erledigt wie wir sehen werden wenn allgemein davon du 
Rede sein wird wie man allgemeinere analytische Differcntialglcichungt n 

y ) 

m der Nahe des Ursprungs behandeln kann Da wird sich zeigen daß 
man alles auf die eben behandelten Typen zuruckfuhren kann 

Es wird nun aber noch von Interesse sein zu sehen wie man in 
allen besprochenen Fallen die unter Umstanden nur in einem Excmplai 
vorhandene im Ursprung mundende Losung wirkhch berechnen kann 
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dx A X B y -{■ E (x,y) ' 

Das geschieht mit Hilfe einer von Bendixson herrührenden Methode 
der sukzessiven Approximationen. Man kann sie auch im Knotenfall 
zur Berechnung der Lösungen bis in den Ursprung hinein verwenden. 
Überhaupt erhält man so auch eine neue rechnerische Herleitung 
unserer Ergebnisse. Perron hat in einer schönen Arbeit (Math. An¬ 
nalen 75) mit dieser Methode noch wesentlich allgemeinere Differential¬ 
gleichungen von der Form 

= y) 

erledigen können, wo dann für (p{x) nndf[x, y) nur gewisse Stetigkeits¬ 
bedingungen erfüllt zu sein brauchen. Ich möchte mich aber hier damit 
begnügen, für den erwähnten Fall die Methode zu schildern. 

Es genügt, den Fall m = 1, ä < 0 zu betrachten. 

Dann nehme man als erste Näherung 3^0 = ^ bestimme y-j^ aus 

= ‘^yy + ^^ ^ 

SO; daß entweder =0 oder =0 ist. Ich will den 

zweiten Fall weiter verfolgen. Man überlegt sich leicht, daß 

yi = - / (ö $ + 0)) ds 

äB 

der gestellten Forderung genügt. Dann trage man ein und setze 
y* = - /(i I + (I, y,)) di . 

X 

Setzt man dies Verfahren fort, so erhält man eine Folge von Funktionen 
y^t. Diese konvergieren gleichmäßig gegen eine Grenzfunktion y, welche 
der Differentialgleichung genügt und für die lim y[x) == 0 ist. Das 

a ->-0 

Nähere der Beweisführung möge der Leser sich entweder selbst zurecht¬ 
legen oder bei Bendixson oder Perron nachlesen. 

§ 6. Die Differenäalgleiehungen 

1 . Fragestellung. Unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen kann 
man den Satz aussprechen, daß für das Verhalten der Lösungen dieser 
Differentialgleichung in der Umgebxmg von x = y ^0 das Verhalten 
der Lösungen von 

dy C X Dy 

dx A X By 

in der Umgebung desselben Punktes maßgebend ist. Der Punkt 
X ^ y = 0 soU auch für die vorgelegte Differentialgleichung ein sin¬ 
gulärer sein; es sei also 5(0,0) =a(0,0) =0. Obwohl unsere Über- 

Biebsrbach, DifferentialgleichungeD. 3. Aufl. 7 
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legungen meist viel allgememer gelten wollen wii uns weiter einei 
formal einfacheren Darstellung zuliebe auf den Fall beschranken 
daß d und e als Potenzreihen m x y gegeben sind die mit Ghedern 
frühestens zweiter Dimensionen beginnen Die Determinante der line 
aren Gheder — J5C sei von Null verschieden Wu: schreiben außer 
dem die Differentialgleichung m Parameterdaxstellung 


( 1 ) 


\^^=Ax + By + %{x y) 
4^ = Cir + Dy + «|5g(r y) 

dt 


( 2 ) 


(3) 


2 reell und von gleichem Vorzeichen Ich begmne mit dem ein 

fachsten Fall Die beiden Wurzeln Ag der charakteristischen Gleichung 

^ =}?-X{A ^ D) ^AD-BC ^0 

C D — X 

seien reell und mit dem gleichen Vorzeichen versehen^ Dann laßt sich 
eine Umgebung um den Ursprung abgrenzen derart daß die durch die 
Punkte dieser Umgebung bestimmten Losungen alle in den singulären 
Punkt hineinlaufen 

Wie wir von S 74 ff wissen kann man durch eine Koordinatentrans 
formation die Differentialgleichungen auf die Gestalt 

*1 = Vi) 

Vi = PH + Ky\ + ^2(^1 yi) 
brmgen Dabei sind X^ und Ag die beiden Wurzeln der chTraktcristisclicn 
aipirlinng und fl ist nuT dann vielleicht von Null vcrschndcn wenn 
Aj = Ag ist ?|5g sind wieder zwei Potenzreihcn die kt inc Glieder 
nullter oder erster Dimension enthalten Ich nehme zunächst ^ — 0 
an Dann betrachte ich d 1 das Quadrat der Entfernung 

der Punkte emer Losungskurve vom Ursprung Aus (1) folgt 

(4) ieiri + yiyi = '^*i + ^yi + %^i + yi^2 

Ajü^ + Agj^ ist eine definite quadratische Form da Ai und Ag gleiches 

Vorzeichen besitzen Sind z B Ag und Ag negativ so ist 11 ich (4) 

^ + yj) < 0 und daher nähert sich bei zunehmendem P inmetei 

dt 

wert die Losimgskurve ständig dem Ursprung Grenzt mm eine gc nugt nd 
kleine Umgebung um den Ursprung ab so besitzt dann dieser Ausdruck 
stets dasselbe Vorzeichen wie Es sei z B fm 1 ""ö 

stets 


Dann ist 


l^^i^iH-yi^al^-^l^^ + Agyfl 


*1*1 + yxyi ^ ^ + 4yi) ^4 + yl^^ 


^ Wegen AD — BC 0 istA = 0 keine Wur/el von (2) 
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A ^ -j- B y -j- s y) 

Wir zeigen dann, daß jede Lösimgskurve durch einen Punkt von 
^ 5 im Ursprung mündet, d. h. für hinreichend große positive 
t ist Ä* + hehebig klein. Denn wären z. B. alle Punkte ein er 
solchen Lösungskurve um mindestens fä vom Ursprung entfernt, wäre 
also stets so wäre auf derselben, da o < ö ist, die Ab¬ 

leitung Xix'j^ +yiy'i wegen (ö) ständig unterhalb einer angebbaren 
Schranke. Bezeichnet man nämlich mit m das Minimum von — 

— AajVi für xl + yl = 1, so ist 

— ■^ 1*1 — für xl + yl'^a. 

Also wäre 

+ — wo 

und 

4{^) +yi(i) -xlih) — ytih) ^ — wo(f —y, 

wenn tQ der Parameterwert eines Kurvenpunktes aus + yl ^ ö 
und t >tQ ist. 

Es wäre somit xl + yl —ma{t was für genügend große 
t — ein Widerspruch gegen x\+ y\'^ a ist. 

Es gibt also entweder einen endlichen Wert t von t, so daß lim x[t) 

t->‘V 

= lim^(f) =0, oder aber es ist lima:(<) =limjy(f) =0. Die erst- 

00 C» 

genannte Möglichkeit steht nach S. 79 im Widerspruch mit der Tat¬ 
sache, daß es außer der trivialen Lösung 5 ; = 0, y = 0 keine andere 
geben kann, die für ^ = r die Werte = 0, jy = 0 annimmt. 

Auf die gleiche Weise sieht man auch, daß 

~%'di ~ ^Vl) 

sowie 

Y i = -^2 y ?+^2 (% < yi) 

für hinreichend kleine x^ und y^^ im Falle Aj < 0, ^2 < 0 negativ sind, 
daß also für zunehmende + 00 sowohl x^ {t) wie y^ (^) monoton 
gegen Null abnehmen. 

Ähnlich kann man im Falle schließen, wo ^ 4= 0, also die beidien 
Zahlen und gleich sind. Dann betrachte man den Ausdruck 

xl + ft'A. 

der ja für positives k definit ist. Für seine Ableitung folgt aus (3) 

x-yx'^ + kyyy[ = Xyx\ + kii Xyyy + kXyyl + Xy^y + ky^ $2 

und das ist nun für genügend kleines positives k in einer genügend 
kleinen Umgebung des Ursprungs wieder definit. Daher schließt man 
genau wie eben, daß alle Lösungen in den Ursprung einmünden. 

7* 
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In diesem Falle sieht man weiter analog wie vorhin ein daß 

T Ä = -^1^1 + % yi) 

für hinreichend kleme im Falle Ai < 0 negativ ist daß ilso 

jetzt wenigstens Xi{t) fnr ^*->+00 monoton gegen Null abnimmt 
Geometnsch gesprochen besagen die eben angestelUen Überlegungen 
daß für Wurzeln Ai und A 2 rnit gleichem Vorzeichen alle Losungen im 
Ursprung munden und daß sie dabei nicht spiralig verlaufen 1 onnen 
D h sie können nicht alle Geraden des Ursprungs in dessen Umgebung 
behebig oft treffen Denn sonst konnte x-^{f) nicht monoton gegen 
NuU abnehmen Daraus werden wir bald zu schließen lernen daß die 
Losungen in bestimmten Richtungen im Ursprung munden 

3 Aj, A konjugiert imaginar Offenbar versagen unseie Übci 
legungen für den Fall daß die Wurzeln der charakteristischen Gleieliung 
zwar reell sind aber verschiedenes Vorzeichen besitzen Wohl ibci 
bleiben sie anwendbar in dem Falle daß die Wurzeln der clnr iktc 
ristischen Gleichimg konjugiert imaginar sind Setzt man dann 

= lli — 

SO kann man x-^ durch und durch ersetzen und 

so die Differentialgleichungen (3) in denen dann wieder ^ = 0 ist luf 
die Form 

j«i = A‘i% + A‘2yi+?ßi(^i yi) 

\yi =-ß2Xi +fh.yi+^2(xi yi) 

bnngen wo wieder die Potenzreihen 5^^ erst mit den Gliedern 
zweiter Dimension beginnen Wir betrachten wieder xl [ yj dessen 
Ableitung 

2(^1 *1 + yi^i) = 2 /iiixl + yf) + 2 ATi + 2yi 

ist Betrachten wir den Fall=j= 0 naher In einer genügend kle inen 
Umgebung des Ursprungs ist wieder x-^x-^ + yiy'i definit und darius 
folgt wieder daß alle Losungen elieser Umgebung in den Uispiung 
emmunden Ist aber = 0 so gilt ein solcher Schluß nicht und die 
Erinnerung an den früher betrachteten Strudelpunkt lehrt auch d tß 
jetzt nicht mehr immer die Losungen m den Ursprung munden muss< n 
Zur Klärung dieser Dmge smd tiefergreifende Erörterungen notig 
die wir noch zurucksteUen wollen Zur Entscheidung darüber ob im 
Falle jiti = 0 d h rein imaginärer Wur^dn der chardi ieristischen Glei 
chung (2) Strudel oder Wirbd vorhegt reichen nicht mehr die Glieder 
erster Ordnung km 

4 Knoten und Strudel Unsere Betrachtung laßt bei den bisher 
behandelten Fallen noch nicht den spezifischen Unterschied zwischen 
Knoten und Strudel oder Wirbel erkennen den wir in dem vorvorigen 
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® ^ dx By + s{x,y) 

Paragraphen bei den homogenen Gleichungen herausgearbeitet hatten. 
Bevor wir uns also dem noch ausstehenden Fall reeller Ai und mit 
verschiedenem Vorzeichen zuwenden, wollen w diese Frage noch er¬ 
örtern. Es wird sich wieder zeigen, daß bei reellen Wurzeln gleichen 
Vorzeichens stets der Knotenfall vorliegt. Bei komplexen Wurzeln 
aber liegt Strudel oder Wirbel vor. 

5. Ein Satz von Bendixson, Diese Untersuchung beruht auf einem 
von Bendixson herrührenden Satz, den ich zunächst angeben will. 
Der Satz bezieht sich sogar auf etwas allgemeinere Differentialgleichun¬ 
gen. Ich will ihn in dieser allgemeinen Fassung aussprechen, dann aber 
nur für unseren Fall beweisen. An der Beweismethode wird dabei nichts 
Wesentliches verlorengehen. Der Satz bezieht sich auf Differential¬ 
gleichungen von der Form 

\% = Y^ + %{x.y). 

Dabei sind und ganze rationale homogene Funktionen m-ter 
Ordnung, während die Potenzreihen und Glieder w-ter oder 
niedrigerer Ordnung nicht enthalten. Der Satz lautet dann: Eine 
Lösung der Differentialgleichung, welche im Ursprung mündet, ist ent¬ 
weder eine Spirale oder sie mündet mit einer bestimmten Tangente ein. 
Diese genügt der Gleichung — yX^ = 0. 

Ich beschränke mich, wie schon gesagt, beim Beweis auf den Fäh 
m=:l. Hier ist X-^^ Ax + By, Yj_^ C x + Dy, Man führt Polar¬ 
koordinaten ein: x = q cosi?, y = q siri'd'. Die Differentialgleichungen 
werden dann 

I e' = ^ {cos & • Xi (cos sin ^) + sin ^ Yi (cos &, sin '&)} + ö 
[^' == cos^- Yi(cosi?,sini9) — sin^Zi(cosi?,sini9) + 

Dabei ist 

q^fxiq, = cos^?ßi(ö cos^, gsin^) + sini? ^ggte^os^, ßsini?) 

0 / 2 ( 0 »^) = — sin^$ 1 ( 0 cossin-h cos^ «^^(^cos^, qsm§). 

Es gibt dann eine Zahl R, so daß die beiden Funktionen /i und /g 
sich für^^jR, —oo<i?<-|-oo nach Potenzen von q entwickeln 
lassen. Wir betrachten nun eine einzelne im Ursprung mündende 
Lösung. Man darf ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, 
daß man für wachsende t auf der Lösung dem singulären Punkt zustrebt. 
Bloße Vorzeichenänderung von t bringt dies ja nötigenfahs mit sich. 
Man kann dann eine Zahl T so bestimmen, daß für t > T die Lösung 
ganz im Kreise q R bleibt. Während man sich auf der Lösung dem 
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Ursprung nähert muß t oo streben Ware nämlich für ein endhches 
t =r 

lim x(t) ^0 lim y{t) =0 

so erhielten wir nach S 79 einen Widerspruch mit der Tatsache daß 
es eme andere Losung gibt welche für t = r die Werte x = 0 und 
y = 0 annimmt das ist nämlich die tnviale Losung ^ = 0 jy = 0 für 
die X und y für alle t den Wert Null haben 

Wir nehmen also an daß für t > T 6ie zu betrachtende Losung 
ganz im Kreise Q ^ R hegt und daß sie für oo gegen den Ursprung 
konvergiert Wir hatten schon Polarkoordinaten q ^ emgefuhrt Deuten 
wir diese wieder als rechtwinkhge Koordinaten einer neuen Ebene 
so verlauft die zu betrachtende Losung^ für sJ > T ganz im Streifen 
0 ^ q^R und strebt für ^ oo gegen die Gerade ^ = 0 Wir fiagen 
nach den Haufungspunkten die die Punkte der Kurve dabei auf 
ß = 0 besitzen und beweisen daß es deren nicht mehr als einen geben 
kann Dieser Nachweis ergibt sich besonders leicht m dem Fall daß 
xY^ — yXi mcht identisch verschwindet Dann gibt es nämlich (bis 
auf Vielfache von %n) nur endlich viele Werte d' für die 

(8) COS 1 ? yi(cosi9 sm^)—smi? Xi(cosi? sini?)=0 

ist Wenn dann unsere Losung auf ^ = 0 zwei verschiedene Haufungs 
punkte hat ^ = oc und ‘d' = ß so wählen wir einen Wert =y zwi 
sehen beiden für den cos y (cos y sin y) — sin y Xj (cos y sin y) + 0 
ist und wählen R so klein daß für = y ^ ^ i? gemäß (7) auch 
d'' +0 ist Dann kann die den Streifen R durchsetzende 

Gerade ^ = y von unserer Losung nur emmal überschritten werden 
denn wegen des festen Vorzeichens von mußten alle Überschreitungen 
in der gleichen Richtung geschehen also entweder in Richtung wach 
Sender oder in Richtung abnehmender ^ Daher muß unsere Losung 
von einem gewissen Parameterwert an entweder ständig oberhalb oder 
ständig unterhalb der Geraden '& =y bleiben Daraus folgt daß nicht 
^ = a und & =ß (die zu beiden Seiten von ^ = y hegen) auf ^ = 0 
beide Haufungspunkte sem können so daß die Losung nur einen 
Haufungspunkt auf ^ = 0 besitzen kann Liegt dieser im Unendhehen 
so bedeutet das offenbar daß die entsprechende Losung in der x y 
Ebene eine Spirale ist da sie jede Gerade durch den Ursprung dann 
unendheh oft durchsetzt (Die Geraden ^ 'ä ='&q + 27t der 
Q 'd' Ebene geben ja alle dieselbe Gerade der x y Ebene ) Ist der Grenz 
punkt aber ein endlicher Punkt ^ = a so bedeutet dies daß unsere 
Losung in der x y Ebene in bestimmter Richtung a in den Ursprung 

Wir legen ihr Bild in der q d' Ebene dadurch eindeutig fest daß wir in einem 
Punkte dies bei zunächst unbestimmte Vielfache von 27 i irgendwie fixieren 
So erhalten wir eine wohlbestimmte Losung von (7) 
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einmündet. Diese Richtung ist durch die ^-Koordinate des Punktes 
auf ^ == 0 bestimmt, dem die Lösung in der ^-ö'-Ebene zustrebt. Dieser 
^-Wert aber genügt der Gleichung (8). Denn auch q = 0 ist Lösung 
der Differentialgleichungen (7). Der Grenzpunkt = oc muß also ein 
singulärer Punkt für diese Differentialgleichungen sein und daher muß 
(8) für = a erfüllt sein. Das bedeutet aber doch, daß längs der Tangente 

ist. 

Da und lineare Funktionen von x und y sind, so ist dies 
eine quadratische Gleichung. So erkennt man, daß in dem Falle, daß 
xYi — yX-^ nicht identisch verschwindet, nicht mehr als zwei Richtungen 
in Betracht kommen, in welchen Lösungen in den Ursprung einmünden 
können. Oh aber in jeder dieser beiden Richtungen oder auch nur in einer 
von ihnen Lösungen einmünden, ist eine erst nachher zu entscheidende 
Frage. Darüber enthält auch der augenblicklich zu beweisende Satz 
von Bendixson keine Aussage. Diesen haben wir durch die vor¬ 
stehenden Betrachtungen für den Fall bewiesen, daß xY^ — yX-^ nicht 
identisch verschwindet. 

Er bleibt nur noch zu beweisen für den Fall, daß xY^ — yXi identisch 
verschwindet. Dann ist offenbar 

xYx^yX^^a^xy, 

wo ^0 konstant und 4= 0 ist. (Zi und verschwinden nach S. 98 
nicht identisch.) 

Also ist X^^^a^x und Yj^^a^y. In Polarkoordinaten werden 
dann die Gleichungen: 

e'= e «0 + eVi (e« 

= e’'+^-S 24 ., (cos^, sin^) + [q,^)- 

Dabei ist r eine passende positive oder verschwindende ganze Zahl 
und Sa+y einPoljmom, von der durch den Index angegebenen Ordnung. 

Durch die Gleichung ^ = 6 führen wir nun längs der zu untersuchen¬ 
den Lösung einen neuen Parameter ein. Dann werden die Differential¬ 
gleichungen 

s--a. + e/. 

^ ^ h- 

Nun sei ^ = a irgendein Punkt auf g = 0. Es ist ein regulärer Punkt 
für das Gleichungssystem (9), das wegen a^ + 0 auf g — 0 keine singu¬ 
lären Punkte besitzt. Daher geht durch diesen Punkt genau eine 
Lösung von (9). Diese ist aber, anders wie im vorigen Falle, nicht g = 0. 
Denn diese Kurve ist gar nicht Lösung von (9), wegen +0. Ihr 
entspricht in der x-y-Fhene eine Lösung von (6), die in der Richtung a 
in den Ursprung einmündet. Umgekehrt entspricht auch jeder Lösung 
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der Gleichungen (6) welche in der Richtung a in den Urspiung cm 
mundet eine Losung von (9) welche durch ^ = 0 hindmch 

geht^ Da dies aber ein regulärer Punkt ist so gibt es auch nur (ine 
Losung von (6) welche in der Richtung a in den Ui Sprung cinmundct 
Ich betrachte weiter die durch ^=0 'd' = cc + 27t gehende I osung 
von (9) Ihr entspneht dieselbe Losung von (6) Beide Kuivtn dti ^ 
Ebene schneiden für hinreichend kleines R aus dem Streifen 0 ^ q R 
ein Gebiet G aus das als umkehrbar eindeutiges Bild von q R du 
xyEhene anzusprechen ist In diesem Gebiet müssen nun du Bilde i 
aller anderen Losungen von (6) hegen welche durch Punkte q ^ R 
hindurchgehen Da nun bisher ja oc ganz beliebig war so luben wir 
in jeder Richtung durch den Ursprung genau eine Losung Dieser ent 
spneht eme durch ^ = 0 = a hindurchgehende Alle so erholtem n 

Losungen von (9) bedecken nun aber offenbar dos Gebiet G vollst indig 
d h durch jeden Punkt dieses Gebietes geht genau eine der gefundenen 
Losungen hindurch Das folgt sofort daraus daß diese Losungen stetig 
vom Anfangspunkt ^ = 0 ^ = a abhangen Daher sind damit olle 
Losungen von (6) im Gebiete R erschöpft 

Den auf S 101 angegebenen Satz vonBcNDixsoN haben wii nun be 
wiesen Wi>r haben erkannt daß m dem Falle wo oY, yX^ 0 
%st jede Losung m einer bestimmten Richtung im Ur^iprung mmultt 
und daß zu jeder Richtung auch genau eine Losung gehört Wenn aber 
xYi — yXi nicht identisch verschwindet so mundet entxmdcr jede I osung 
in einer der beiden xY^ —yXi = 0 genügenden Richtungen in den 
Ursprung oder aber alle Losungen nähern sich spiral^, dem Ursprung 
d h so daß jede Losung jeden Strahl des Ursprungs in dessen Umgebung 
unendlich oft schneidet oder es gibt überhaupt 1 eine im Ursprung mündt nde 
Losung 

6 ^ 1 , A konjugiert imaginar Wenden wir nun diesen Sii/ von 
Bendixson an Er lehrt daß in dem Falle wo die charaJtcristische 
Gleichung (2) komplexe Wurzeln hat nur spiralige losungen in den 
Ursprung munden können Denn die Gleichung fui che Tangenten 
wird dann 

X [C X Dy) — y [A X B y) = 0 

oder 

Cx^ {D A) xy — By^ 0 
und dies hat keine reellen Nullgeraden Denn cs ist 

(D-^)2 + 4ßc = (D —4(^D <0 

wed die charaMenstische Gleichung (2) keine reellen Wur/dii lut 
Im Falle komplexer aber mcht rein imaginärer Wurzeln der cJiaraJfc 

^ Daxlcgvingca sich stets «it <Un I ill 
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dy 

dx 


Ox Dy + y) 
Ax^By-irE{x,y)‘ 


ristischen Gleichung münden somit alle einer gewissen Umgehung des 
Ursprungs ungehörigen Lösungen spiralig in demselben. Der Fall rein 
imaginärer Wurzeln bleibt wie auf S. 100 noch unentschieden. Aus dem 
Satz von Bendixson ergibt sich auch, daß im Falle reeller Wurzeln 
gleichen Vorzeichens der charakteristischen Gleichungen die Lösungen 
alle unter bestimmten Tangentenrichtungen in den Ursprung münden. 
Diese Aussage ist in dem Falle, wo yX^ identisch verschwindet, 

nach dem vorhin Gesagten direkt im Satze von Bendixson enthalten. 
Das ist also der Fall, wo in (3) — Ag und /n =0 ist. Allgemein haben 

wir aber auf S. 100 für charakteristische Wurzeln von gleichem Vor¬ 
zeichen bereits festgestellt, daß spiralige Lösungen nicht Vorkommen 
Also münden für reelle X von gleichem Vorzeichen alle Lösungen in be¬ 
stimmten Richtungen im Ursprung. 

Wir werden bald noch näher untersuchen, inwieweit die nach dem 
Satz von Bendixson möglichen Richtungen wirklich Vorkommen. 


7. Aj, reell und von verschiedenem Vorzeichen. Wir wenden uns 
jetzt dem Falle zu, daß die charakteristische Gleichung reelle Wurzeln von 
verschiedenen Vorzeichen besitzt: Diese seien dann Ai = A > 0 und 
^2 = — < 0. Dann kann man die Differentialgleichungen (1) auf 

die Form 

/ = — A'y + 

bringen. Da es uns vor allem auf die den Ursprung passierenden Lö¬ 
sungen ankommt, so machen wir die Substitution y = xy-^. Dann finden 
wir die Differentialgleichrmgen 

x' = Xx-\-x^^i{x,y;i 

^ ’ yi= —(A + A')yi+ «Ö2Kyi)- 

Dabei sind jQi und Dg Potenzreihen, die nach Potenzen von x 
und y^ fortschreiten. Wir müssen diejenigen Lösungen dieser Gleichung 
aufsuchen, die für x-^0 endlich bleiben, oder doch so schwach un¬ 
endlich werden, daß xy-^ 0 strebt. Wir wollen zunächst diejenigen 
Lösungen von (11) suchen, die durch x=0, jVi = 0 hindurchgehen. 
Dazu gehört namentlich a; = 0 selbst. Dieser Lösung entspricht aber 
bei den Gleichungen (10) nur die triviale Lösung a; = 0, jy = 0. Auf 
jede Lösung kann man in der Umgebung von a; =0, =0 durch 

% = X + x^(x,yj) 


den neuen Parameter t einführen. Für genügend kleine x.y-^^ wächst 
er wegen A > 0 mit t zugleich. Nach Einführung dieses Parameters 
gehen die Differentialgleichungen (11) in 
x' = X 


yi = 


- (A + ^') yi + jy Qa (y. Vi) 

X + x£li(x.yi) 


■- '^- yi + xS^3{x,yl) 


( 12 ) 
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über wo 0,3 eine neue Poten 2 a:eihe ist die nach Potenzen von x Vi 
fortschreitet Auf (12) wenden wir die Ergebnisse von S 94 ff an T> 11 
nach gibt es noch genau zwei weitere Losungen von (11) durch den 
Ursprung Diesen entsprechen dann Losungen von (10) welche durch 
den Ursprung gehen und dort y ^0 berühren Es gibt deren also gen lu 
zwei von denen ubngens die eine die positive die andere du nega 
tive X Achse berührt Genau ebenso können wir dann mittels der Sub 
stitution X ==yxj^ zwei Losungen von (10) ausfindig machen wcleht 
durch den Ursprung gehen und dort x = 0 berühren Damit sind d inn 
alle Losungen bestimmt welche im Ursprung eine der beiden Koordi 
natenachsen berühren Der Satz von Bendixson lehrt aber dann wcit( r 
daß alle dem Ursprung Zustrebenden Losungen von (10) dort unter 
bestimmten Tangenten ankommen Denn spiralige Losungen mußten 
die beiden schon gefundenen Losungen in regulären Punkten treffen 
Weiter lehrt der Satz von Bendixson daß als solche Tange nte nnch 
tungen nur die beiden Koordinatenachsen in Betracht kommen Daher 
haben wir dann alle Losungen durch den Ursprung gefunden hs sind 
genau mer Je me% berühren e%ne der beiden Koordinatenachsen von ver 
schiedenen Seiten herkommend 

8 Zusammenfassung Ich stelle nun zunächst zusammen was wir 
bis jetzt für die in der Überschrift dieses Paragraphen genannten Diffc 
rentialgleichungen erreicht haben Im Falle reeller Wurzeln der char ikte - 
nstischen Gleichung gehen bei gleichem Vorzeichen sämtliche einei 
gewissen Umgebung des Ursprungs angehonge Losungen in diesen hinein 
Das gleiche ist im Falle komplexer Wurzeln der Fall es sei denn d iß 
die Wurzeln rem imagmar sind Dieser Fall ist noch unentschieden 
Im Falle reeller Wurzeln von verschiedenem Vorzeichen gehen gcniu 
vier Losungen in den Ursprung hmein Im Falle komplexer Wurzeln 
wurde weiter erkannt daß die im Ursprung mundenden I ösungtn 
Spiralen sind Im Falle reeller Wurzeln gleichen Vorzeichens munden 
alle Losungen m bestimmten Tangentennchtungen In dem Falk wo 
xY^-yX^^Oisi d h wo^ =D =0 B=C d h 
ist mundet nach dem Satz von Bendixson in jeder Richtung genau c int 
Losung Wie sich die Richtungen der Losungen auf die beiden Null 
geraden von xY^—yX^^O verteilen bleibt in den anderen P^lcn 
noch zu untersuchen Im Falle ^ + 0 ist die Antwort ohnt 

weiteres klar Denn hier wird xY^^yX^^jux^ so daß alle Io 
sungen im Ursprung x^ = 0 berühren So bleibt nur noch der Fall daß 
die beiden Wurzeln der charakteristischen Gleichung reell und verschieden 

sin Die beiden m Betracht kommenden Tangentennchtungen sind 
dann aus ^ 

(13) —y-X^i= v(CAt + Dy) — y(^a; + 5y) = 0 

zu bestunmen Sie sind wie man leicht sieht verschieden sind ts 
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doch die Richtungen der geradlinigen durch den Ursprung gehenden 
Lösungen der zugehörigen homogenen Gleichungen, die entstehen, wenn 
man und ißj durch Null ersetzt. Wir dürfen das Koordinatensystem 
so legen, daß die Koordinatenachse ä: = 0 in keine dieser Richtungen 
fällt. Somit ist B + 0. Wir machen in den Gleichungen (1) die Sub¬ 
stitution: y = xrj. Sie führt uns auf 

^ = A X + B xri + {x, ri) 

(14) 

^-^ = C + Dri-n{A+Bri) + x'^*{x,ri). 

Ihre auf der Lösung x = 0 gelegenen singulären Punkte werden durch 

(15) C + ö ^ - (-4 + ^ —-B — ^i) ^ 2 ) = 0 

gegeben. Es sind also zwei voneinander verschieden reelle Punkte^ 
deren ^-Koordinaten tJi und 972 nach (13) mit den Richtungen der even¬ 
tuellen Tangenten übereinstimmen. In der Umgebung dieser beiden 
singulären Stellen gehört diese Differentialgleichung dem in der Para¬ 
graphenüberschrift genannten Typus an. Die Wurzeln der zugehörigen 
charakteristischen Gleichungen sind beide Male reell^. 

Daher lehren die Betrachtungen dieses Paragraphen, daß durch 
jeden der beiden singulären Punkte außer ä; = 0 noch weitere Lösungen 
hindurchgehen. Daraus folgt, durch Einträgen dieser für x-^0 gegen 
bestimmte Grenzwerte konvergierenden Funktionen in y ^rix, daß 
durch den Ursprung gewisse Lösungen von (1) mit bestimmter Tan¬ 
gentenrichtung hindurchgehen. Daher gehen nach S. 104 alle im Ur¬ 
sprung mündenden Lösungen in bestimmten Richtungen in diesen 
Punkt hinein. Gleichzeitig wird erkannt, daß in jeder der beiden mög¬ 
lichen Richtungen Lösungen im Ursprung münden. 

Nunmehr ist es leicht, zu zeigen, daß tatsächlich ein Kfiot&npunM 
vorliegt, daß also tatsächlich alle Lösungen bis auf zwei mit demselben 
der beiden Tangenten einmünden. Zu dem Zweck müssen wir zeigen, 
daß der eine der beiden singulären Punkte von (14) auf a; =* 0 ein 
Knoten, der andere ein Sattel ist, daß also in den einen alle, in den 
anderen nur vier Lösungen einmünden. Zwei von diesen vier werden 
durch ^ = 0 selbst absorbiert, den beiden anderen entsprechen dann 

^ Betrachtet man z, B. die Wurzel rix (15) und setzt , so wer¬ 

den die linearen Glieder von (14), wenn man rechts nach Potenzen von x und H 
entwickelt: [A Brj^x und — ^ ^a)-^ + (0#^i)* Hier kann aber 

die -Determinante der Koeffizienten der linearen Glieder nicht verschwinden. 
Denn dann müßte entweder .^4 + = 0 oder — B {rji — ?ya) 0 sein. Im ersten 

Falle wäre, da r^ eine Wurzel von (15) ist, auch C -|- Dr^ «= 0 und daher müßte 
AD — BC==0 sein, gegen unsere Annahme. Im anderen Falle wäre f)i 
Doppelwurzel von (16) entgegen einer bereits gemachten Feststellung. Die charak¬ 
teristische Gleichung wird {A -[- — A) (— B (% — tji) 0, hat also reelle 

Wurzeln. 
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zwei mit der einen der beiden möglichen Tangenten emmimdende 
Losungen von (17) wahrend aUe ubngen dem Verhalten des anderen 
singulären Punktes von (14) entsprechend in der anderen Richtung 
einmunden Um nun diese Verhältnisse der beiden singulären Punkte 
von (14) emzusehen muß man sich ihre chaxaktenstischen Gleichungen 
ansehen Falls rji und die beiden smgularen Punkte auf x —0 smd 
SO werden wie man ausrechnet 

und 

(A+Br]^~ fl) (B (jja — + ^) = 0 

ihre charakteristischen Gleichungen Um zu sehen daß im emen Fall 
die beiden Wurzeln verschiedenes im andern aber bade g1a <-b e5 Vor¬ 
zeichen haben ist nur festzustellen daß das Produkt alla vier negativ 
ist Dies Produkt ist aber 

-{A+Br]^) {A + B rj^) pa (»y^ _ r}^)^ 

Und das ist wegen (15) gleich 

~(AD-BC)B^ (^?x-%)* 

Die Determmante AD-BC ist aber positiv denn nach (2) ist sie 
^ Produkt da baden die gleiches Vorzeichen haben Nach 
S 107 ist F + 0 

Es laßt sich auch noch feststellen daß die Richtung welche von 
fast allen Losungen im Ursprung emgehalten wird die gleiche ist 
wie bei da zugehongen homogenen Gleichung Da Lesa möge das 
selbst nachprufen 

Damit ist nun die Diskussion da Differentialgleichungen 

^ A- y + y) 

dx Ax + By + ^^J^ 

m dem m Aussicht genommenen Falle daß AD — FC + 0 ist zu 
Ende geführt Man kann das Ergebnis dahm aussprechen daß für das 
quahtative Vahalten da Losungen m da Nahe des Ursprungs m da 
Regel allem die Imearen Gheder maßgebend smd Diese bestimmen 
sogar die Richtungen m welchen die Losungen im Ursprung munden 

9 Wirbel und Strudel Freihch konnten wir bisha un Falle ran 
imagmaer Wurzeln da charakteristischen Gleichungen nicht den 
Wirbelfall vom Strudelfall trennen Hier smd eben tatsachhch die 
Imearen Gheder nicht mehr allem maßgebend Das erkennt man sofort 

^ zwa Beispielen m welchen die hneaen Gheda die glachen smd 
So wird 

= y + y = —2 a?® 

durch die geschlossenen Kurven 

+ y^ = konst 
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^ ® ä^x Ax^By-\-s{x,y) 

gelöst. Hier liegt also ein Wirbel vor. Dagegen liegt bei 

a;' = 3 ; 4- ^ (a;2 + 

y' = — X + y{x^ + y^) 

ein Strudel vor. Denn in Polarkoordinaten werden diese Gleichungen 
9 ' = g®, ^' = — 1 . 

Ihre Lösungen sind die Spiralen 

9 1 

ö=2T+7- 

Da wir jetzt an eine Stelle gekommen sind, wo im Falle von Diffe¬ 
rentialgleichungen, deren Koeffizienten im Ursprung sich nicht ana- 
Ijrtisch verhalten, die Dinge anders liegen können, so will ich auch 
dafür noch ein Beispiel geben. Ich betrachte 

^ = y + 

^=-x + {x^+y^)y^-^. 



und daraus erkennt man, den unendlich vielen gegen Null sich häufen¬ 
den Nullstellen der rechten Seite entsprechend, daß der Differential¬ 
gleichung durch unendlich viele Kreise mit dem Nullpunkt als Mittel¬ 
punkt genügt wird. In einem von zwei aufeinanderfolgenden derartigen 
Kreisen begrenzten Ring liegen aber keine weiteren geschlossenen 
Integrale. Denn in einem solchen Ring ist q' von einerlei Vorzeichen. 
Die hier verlaufenden Integralkurven wickeln sich also spiralig um 
die Begrenzungskreise herum. 

10* Methode von PomcARß. Kehren wir zurück zum analytischen 
Fall. Wir legen uns die Frage vor, wie man nim hei einer vorgelegten 
Differentialgleichung entscheiden kann, ob sie zum Strudelfall oder zum 
Wirbelfall gehört. Man kennt dafür zwei verschiedene Methoden, eine 
von PoiNCAR^; und eine von Bendixson. Die PoiNCARfeche beruht 
auf folgenden Gedanken. Wenn eine Schar geschlossener Integralkurven 
den Ursprung umschließen soll, so wird man die Gleichung derselben 
in der Form F = konst. annehmen dürfen. Es liegt nahe, es hier einmal 
mit einer Funktion F zu versuchen, die sich nach Potenzen von x und y 
entwickeln läßt. Für F ergibt sich dann aus den Differentialgleichungen 
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die Bedingung 

^_ dF _ dF dx dF dy 

^ '^Ty'di 

Um F dieser Bedingung gemäß bestimmen zu können denken wir 
uns die Entwicklung von F nach, homogenen Polynomen der x y 
geordnet 

E = Fl + i^2 + 

Dabei ist F* em homogenes Polynom k ter Ordnung Die Differential 
gleichung dürfen wir nach S 100 m der Form 


dx 

ITt 

dy 

dt 


= y + Xg + 

= — .z + Yg + 


annehmen^ Daraus erkennt man sofort daß = 0 sem muß Ebenso 
leicht fmdet man F^ = Denn auf einen konstanten Faktor 

kommt es bei der Bestimmung von F nicht an Und ferner hat man 

die Bedmgung daß bei Ordnung von nach homogenen Polynomen 

alle diese einzelnen Polynome verschwinden müssen Für das Polynom 
Ftc fmdet man hiernach die Bedingung 


( 16 ) 


dFj, 

dx 




Dabei ist G*. em Pol5m,om k ten Grades das sich aus der Differential¬ 
gleichung und denjenigen F, zusammensetzt deren Ordnung niedngtr 
als k ist Zur weiteren Rechnung fuhrt man am bequemsten Polarkoordi 
naten em z=gcos^ y — ssm^ Dann erkennt man leicht daß 
für em homogenes Polynom k ten Grades 


= -|- 2’„sm«^) 

gilt In der Founerreihe kommen dabei nur solche Gheder vor deren 
Nummer n dieselbe Paritat hat wie k und k nidit ubertrifft Man sieht 
auch leicht em daß umgekehrt diese Bedmgung dafür hinreichend 
ist daß das g* fache der Founerreihe em homogenes Polynom Ä-tcn 
Grades ist Setzt man dann F*, = g» 99 (^) und G*= so wird 

aus der Gleichung ( 16 ) die folgende 


d(p 

d^ 


= ip(ß) 


Man kann ihr also dann und nur dann genügen wenn das Absolut- 
ghed m der Founerreihe fai ipffi) d 1 also ^0 =0 ist Das ist für 

^ Das zunächst noch vorhandene /ij kann man durch die Parametertransfor 


ZU Ems machen 


dr 

= 


d 1 T = < /t, 



111 


§ 6. Die Differentialgleiclimigea ^ ^ 4~ 

ungerades k offenbar von selbst erfüllt, da ja y)(ß) ein homogenes 
Polynom sein soU. Für ungerades k ist dann (p [&) eindeutig bestimmt, 
da doch auch in <p{ß) das Absolutglied Null sein muß. Bei geradem 
k indessen bedeutet Verschwinden von eine besondere Bedingung, 
und jetzt ist auch 9(1?) nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. 
Ich behaupte nun, daß das Verschwinden der pQ eine notwendige 
Bedingung, für das Vorliegen eines Wirbels ist. Nehme ich nämlich 
an, diese Bedingung des Verschwindens der pQ sei bis zur Nummer 
k 2 n erfüllt, für k = 2 n selbst aber sei sie nicht mehr erfüllt, dann 
kann man eine Funktion (p (&) aus 

bestimmen. Das ist gleichbedeutend mit der Bestimmung eines zu¬ 
gehörigen homogenen Polynoms aus der Gleichung 

y ^ + y*)"- 

Nun setze ich 

■P' = + •P'3 + • • • + + ^2n • 

Dabei mögen dieFa, • ^ ^ - ^ aus den Gleichungen ( 16 ) bestimmt 

sein. Dann fallen in dem Ausdruck 

dt 

alle Glieder von kleinerer als 2 n-tex Ordnung weg, während das Glied 
2 w-ter Ordnung 

— ^0 + y*)’' 

dF 

wird. Daraus folgt, daß in genügender Nähe des Ursprungs -jp von 

einerlei Vorzeichen ist. Ich will annehmen, es sei das negative. Dann 
folgt hieraus, daß auf einer, dieser Umgebung des Ursprungs ungehörigen, 
Integralkurve x x{f) ,y •= y{f) bei wachsendem Parameter t die Funk¬ 
tion F monoton abnimmt. Mit wachsendem t nähert sich also die Integral¬ 
kurve immer mehr dem Ursprung. Sie mündet daher entweder in den¬ 
selben für ^ 00 oder aber sie hat eine Kurve F = c als Grenzzykel. 

Nun aber können in unserem Falle einer analytischen Differential¬ 
gleichung und einer analytischen Funktion F nur endlich viele Kurven 
F =! c Integralkurven sein. Denn aus F = c findet man als Gleichung 
der Integralkurve y =^f(x,c), und dies hängt algebraisch vom Para¬ 
meter c ab. Wenn diese Funktion nun für unendlich viele sich gegen 
Null häufende Werte von c der Differentialgleichung genügte, so müßte 
dies nach allgemeinen Sätzen über analytische Ftmktionen für alle c 
so sein, während wir doch von einer Integralkurve ausgingen, auf 
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der F sich monoton ändert statt konstant zu sein Somit gibt es m unse¬ 
rem Falle wo em + 0 ist in emer gewissen Umgebung vom Ursprung 
kerne geschlossenen Integralkurven Daher müssen alle emer solchen 
Umgebung angehongen Integralkurven im Ursprung munden Daher 
ist für den Wirbelfall das Verschwmden aller eine notwendige Be¬ 
dingung Daß sie auch hmreicht zeigt Poincar^: durch den Nachweis 
daß die für F so zu fmdende unendliche Reihe konvergiert Doch will 
ich darauf mcht mehr emgehen 

11 Methode von Bendkson Lieber will ich noch die Methode von 
Bendixson schildern Dieser setzt von vomherem die Differential¬ 
gleichung m Polarkoordinaten an Man kann sie dann auf die Form 

= QCi(&) + Cg (i?) -f 

bnngen Diejenige Losung welche für ^ = 0 den Wert annimmt 
hangt analytisch von Qq ab (S 63 ) Sie laßt sich also für hinreichend 
kleine go durch eme für alle 0 ^ ^ ^ 2 jr konvergente Reihe 

Qo) = QoihW + Qo^ W + 

darstellen Aus q (0 Qq) = Qq folgt da dies für alle genügend kleinen 
Qq gelten soll ( 0 ) = 1 ( 0 ) = 0 (^ = 2 3 ) Tragt man diese 

Reihe m die Differentialgleichung em so erhalt man für die Uj^ die fol¬ 
genden Differentialgleichungen 

= «2 Ci (^) + «^ Ca {&) 

^ = «3 Ci (^) + 2 «1 «a Ca (^) + Cs W 

Die Losungen sind durch die bei ^ = 0 vorgeschnebenen Werte 
voUig bestimmt Für die Geschlossenheit der Losungen ist hinreichend 
daß die m* penodische Funktionen der Periode 2jt sind Diese Be- 
dmgung ist aber auch notwendig Denn waren etwa u, 

periodisch aber nicht periodisch so sei z B 

«r+i ( 27 r) — (0) = rf < 0 

Darm wird 

q(2sc Po) - e (0 Po) = Ld + - «,^.a (0)} + ] 

Daher ist für hmreichend kleine gj 

Qiin go) —e(0 eo) <0 

Also wird durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses 
Q (0 go) > g ( 2 ji go) > g i 4 : 7 c go) > 
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. äy Cx-\-Dy-\-d(x,y) 

§ 6. Die Diiferentialgleichungen — =. ^ ^ 

Daher wird ^ = 0 unendlich oft von jeder Lösung getroffen. Die 
Bedingung ist also auch notwendig. 

Man muß sich aber vor Augen halten, daß die Tragweite dieser 
Betrachtungen begrenzt ist. Sie enthalten insbesondere bisher keine 
Rechenvorschrift, nach der man in einem konkreten Fall Vorgehen 
kann. In dieser Richtung liegt nur eine Arbeit von Dulac^ vor, der 
für die Differentialgleichung 

dy _ y + ^y + ^1 

dx"^ ^ X a^x^ y + ^^2 y^ 

die Diskussion völlig durchgeführt hat. Hier genügen acht der un¬ 
endlich vielen Bedingungen, wie man bei direkter Ausführung der 
Integration sieht. 

12. Zusatz. Zum Schluß dieser Betrachtungen noch den Hinweis, 
daß in der Arbeit von Bendixson eine Methode entwickelt wird, die 
das Verhalten der Lösungskurven einer jeden Differentialgleichung 

dy _ ^i(^,y) 
dx ^ 2 (^»y) 

in der Nähe des Ursprungs festzustellen erlaubt. Durch eme Kette 
bilinearer Transformationen wird eine jede solche Differentialgleichung 
auf die in diesem und dem vorigen Paragraphen ausführlich disku¬ 
tierten Typen zurückgeführt. 

18. Bemerkungen; 1. In zwei neueren Arbeiten in der Math. Zeitschr. Bd. lö 
u. Bd. 16 hat Perron den Gegenstand dieses Paragraphen erneut vorgenommen 
und in weitem Umfang die Bedingungen für d{x,y) und 8(_x, y) angegeben, unter' 
denen die Sätze dieses Paragraphen richtig bleiben. 

2. Die Übertragung der vorliegenden Ergebnisse auf Systeme hat bisher 

nur dürftige Ergebnisse gezeitigt. Sie beschränken sich wesentlich auf die durch 
gewisse Reihenentwicklungen gewonnene Erkenntnis, daß im FaUe, wo v der 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung einen negativen Realteil haben, eine 
v-par^etrige Schar von Lösungen für gegen den Ursprung konvergiert. 

Wenn 2 . B. alle diese Wurzeln positiv reell sind, so kann dies ganz analog wie 
S. 98 bewiesen werden. Ein dem allgemeinen Satz dieses Paragraphen entsprechen¬ 
der ist bisher nicht bekannt. Doch hat das Wenige, was bekannt ist, schon für 
Fragen der Mechanik wichtige Dienste getan. Vollständig kann man natürlich 
analog zu § 3 die Diskussion für Systeme linearer Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten durchführen. Anläßlich der linearen Gleichungen zweiter Ordnung 
werden wir noch weitere Fälle betrachten (vgl. auch S. 143ff.). 

3. Die Betrachtungen dieses Paragraphen legen den Gedanken nahe, durch 
eine umkehrbar eindeutige Transformation die vorgelegte Differentialgleichung 
in eine mit linearer rechter Seite zu verwandeln. So würde es in die Augen 
springen, daß der Verlauf der Lösungskurven durch die linearen Glieder be- 
stimmt ist. Dies Verfahren ist tatsächlich durchgeführt worden« und bietet 
auch Möglichkeiten zur wirklichen Berechnung der I-ösungen. 


1 Bull, des sc. math. Bd. 32. 1908. 

« H. Dulac: Solutions d’un Systeme d'öquations differentielles dans le voi- 
sinage de valeurs singuli^res, Bull, de la soc, math, de France Bd. 40, 324 383, 

Bieberbach, Differentialgleichungen. S.AuÜ. ® 
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§ 7 Über die Verteilung der singulären Stellen 

1 Übergang zu Kurven auf Flachen Man darf immer annchmcn 
daß durch eme vorgelegte Differentialgleichung einem jeden Punkt 
emer geschlossenen Flache eme sie berührende Richtung zugeordnet 
sei und daß es sich also darum handelt auf der geschlossenen Fl iche 
Kurven zu fmden die jeden Punkt in der dort vorgeschrubenen 
Richtung passieren Denn wenn ein System 

§ = ?(* y) 

m einem Bereich der x y vorgelegt ist so kann man ein Stuck dieses 
Bereiches durch stereographische Projektion auf eine Kugeloberflache 
projizieren Hierdurch wird jedem Punkt dieses sphanschen Bereiches 
eme Tangentennchtung zugeordnet Die so in einem Stuck dieser FPicht 
vorhegende Erklärung der Differentialgleichung kann man dann über 
den Rest der Flache so ergänzen daß eine auf der geschlossenen Kugel- 
oberflache erklärte Differentialgleichung herauskommt Dieser Gedankt 
gibt auch die Moghchkeit an die Hand die bisher besprochenen Ergtb 
nisse auf Differentialgleichungen der Form i[x y jy') =0 zu über 
tragen wo etwa f{x y y') em Polynom sein möge Dann ist d is Pro 
blem diese Gleichung zu untersuchen nach PoiNCARf: gleichwertig mit 
der Untersuchung der Differentialgleichungen 

d:^ _ ^ df 

dt dz dt ^ dz 

dt dx ‘ dy 

auf der Flache f[x y z) =0 und somit haben wir in manchen Fällen 
wieder eine Differentialgleichung die jedem Punkt einer geschlossenen 
Flache m emdeutiger Weise eine sie berührende Richtung /uordnet 
Tatsachheh definieren diese drei Differentialgleichungen Raumkurven 

deren Projektion auf die xyEbenQ ~ = ^ ^ = ^ lufcrt so daß 

also diese Projektionen der Differentialgleichung f(x y y') -Ogt 
nugen Tatsachheh hegen diese Raumkurven auf der Fläche f{x y z) 
= 0 falls man ihre Anfangspunkte darauf wählt Denn 1 ings dorKurvt n 


1912 G D Birkhoff Divergente Reihen und singuläre Punkte ^cwöhuhclur 
Differentialgleichungen Sitzber d preuß Akad d Wiss 1929 S 171—IS i 
G D Birkhoff and F R Bramforth Divergent senes and singulär points of 
ordinaxy differential equation Trans Am math Soc Bd 32 S 114-146 1910 
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An diesen Ansatz können wir anknüpfen, wenn wir jetzt noch einen 
allgemeinen Satz über die Verteilung der Singularitäten erörtern 
wollen. 

Zunächst betrachten wir eine einzelne singuläre Stelle S eines 
Systems 

( 1 ) Ti = t{x,y), ^ = g{x.y). 


Dabei sollen f{x,y),g{x,y) in der Umgebung von x = 0, y = 0 ein¬ 
deutig und stetig erklärt sein imd einer LiPSCHixz-Bedingung genügen. 
Im Punkte x ^^^O^y =0 selbst sollen /(O, 0) = g(0,0) =0 sein, wäh¬ 
rend in der betrachteten Umgebung keine weiteren singulären Stellen 
liegen. Jedem von (0,0) verschiedenen Punkt ist dann durch (1) ein 
gerichtetes Linienelement zugeordnet. 


2. Der Index. Nach Poincar6 ordnen wir der isolierten singulären 
Stelle S einen Index j zu. Mit Birkhoff erklären wir ihn so: Man lege 
um die singuläre Stelle eine einfach geschlossene Kurve (£, welche aus 
endlich vielen, stetig differenzierbaren Bogen besteht und außer S 
keine andere singuläre Stelle umschließt. Durchläuft man dieselbe im 
positiven Sinn, so erfährt dabei der durch die Differentialgleichungen 
erklärte Vektor eine Drehung j heißt dann Index der singulären 
Stelle, Man erkennt nämlich sofort, daß die ganze Zahl j von der Wahl 
der umschließenden Kurve unabhängig ist. Denn bei stetiger Änderung 
derselben müßte sich auch j stetig ändern und bleibt daher als ganze 
Zahl unverändert. 

Bei den Differentialgleichungen des § 6 ist es leicht, den Index zu 
bestimmen. Er ist nämlich stets dem Index der bei Beschränkung 
auf die linearen Glieder entstehenden homogenen Gleichung gleich. 

Setzt man nämlich ^ ^ ^ so wird der Index der ^-fachen 

Änderung gleich, welche 9 bei Durchlaufung einer geschlossenen Kurve 
um die singuläre Stelle erfährt. Ist x = x{r), y ^ y{x) ,0 ^ 1 die 

geschlossene Kurve, so wird somit 


Denn log r ändert sich beim Umlauf nicht. Also ist 

1 

^ 2retJ t + ig ‘ 


wenn 


ix 

Ht 


f{».y)> -äi = s(x,y} 


die Differentialgleichungen sind, rad f und g' die Ableitungen von 
/ und g nach t bedeuten. Ist insbesondere f — A x + By -{■ ^^{x, y), 

8 * 
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g = Cx Dy + 5^2 y) im § 6 wo also und $2 Potenz 
reihen sind ie nur Gheder von höherer als der zweiten Ordnung ent 
halten so wird bei Verwendung von Kurven die hinreichend nahe den 
Ursprung umschheßen geschlossen daß 
1 

^ 1 +.By ) +-t-D y ) , 

^ 2mJ {Ax-\-By)-\ i(Cx Dy) 

0 

ist Man erkennt dies ähnlich wie beim RoucHÄschen Satz der Inink 
tionentheone indem man statt ^^und 5^2 zunächst A?ß 2 0 < l 

emtragt und bemerkt daß das Integral so lange stetig von X abh ingt 
als der unter dem Integral vorkommende Nenner nicht vcischwindet 
Dies aber ist für 0 ^ I sicher dann der Fall wenn längs der g( 

schlossenen Kurve und $2 hinreichend klein sind d h wenn du 

Kurve hinreichend nahe am Ursprung verlauft Da aber das Intc^ril 
eme ganze Zahl als Wert hat so ist es vonA unabhängig 

Für die homogenen Gleichungen ist aber der Index leicht zu b( 
stimmen Man erschließt seinen Wert unmittelbar aus den auf S 74 ff 
gemachten Angaben 

Im Knotenfall un Strudelfall und im Wirbelfall ist darnach ] 1 

im Sattelfall aber ist ^ == — 1 

8 Anwendung des EuLERschen Polyedersatzes Wir betrachten nun 
eine geschlossene Flache vom Geschlecht p mit eindeutig erklärter 
Indikatnx Auf ihr sei wieder durch Differentialgleichungen mit cm 
deutigen stetigen und der Lipschitz Bedingung genügenden Kocffi 
zienten ein Vektorfeld gegeben Es möge endheh viele singuläre Stellen 
aufweisen Wir zerlegen dann durch irgendwelche endlich viele Jordan 
sehe Kurvenbogen mit stetig sich ändernder Tangente die geschlossene 
Flache in endheh viele einfach zusammenhängende Gebiete deren jedes 
an semem Rand kerne in seinem Inneren nicht mehr als eine singuläre 
Stelle besitzen möge Diese Einteilung der Oberfläche kann als Polyoder 
aufgefaßt werden und so hat man nach dem EuLERschen Polyeder¬ 
satz zwischen der Anzahl ß der Ecken k der Kanten und / der Flächen 
stucke die Beziehung^ 

5 + / — ^ = 2 — 2 p 

Falls nun in einer Ecke v Kanten Zusammenstößen so gilt noch 
2vx = 2k Wir bestimmen nun für jedes der Gebiete den Index ; 
Dabei ist der Index derjenigen Gebiete die keine singulare Stelle ent 

1 Mau ^u sie als Defimtiou des Geschlechts p ansehen p ist immer eine posi 
tive ganM Zahl und kann auch als die Maximalzahl der punktfremden geschlossenen 
JOEDAUkurven erklärt werden die man gleichzeitig auf der Fläche anbringen kann 
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halten, Null* Zur Bestimmung des Index für die anderen Bereiche be¬ 
dienen wir uns des folgenden Verfahrens. Wir betrachten den Winkel 
um den man den Tangentenvektor der Randkurve im Sinne der Indika- 
trix der Fläche drehen muß, um ihn in den Feldvektor überzuführen'. 
Die Randkurve sei im Sinne der Indikatrix umlaufen. In den Ecken 
gibt es den beiden Tangentenrichtungen entsprechend auch zwei Er- 
Idärungen des Winkels Dann ist die Winkeländerung des Feldvektors 
gleich der Summe der Änderungen, die der Tangentenvektor längs der 
Randbogen und in den Ecken erfährt, vermehrt um die entsprechen¬ 
den Änderungen des Winkels zwischen Tangentenvektor und Feld¬ 
vektor, Die erstere Änderung ist 2jr. Die letztere ist ein Vielfaches von 
2TT, das man findet, wenn man abzählt, wie oft der Winkel im wach¬ 
senden bzw. im abnehmenden Sinn ein Vielfaches von n durchläuft^. 
Die ersteren nennen wir innere, die anderen äußere Berührungen des 
Feldvektors mit dem Tangentenvektor. Nun aber heben sich die An¬ 
teile, welche Berührungen von Lösungen mit inneren Kantenpunkten 
zuzuschreiben sind, gegenseitig auf, wenn man die Summe aller Indizes 
bildet. Denn eine solche Berührung ist für das eine der angrenzenden 
Gebiete eine innere, für das andere eine äußere. Es bleiben also nur die 
Berührungen mit Lösungen in den Ecken der Gebiete. Geht aber eine 
Lösung durch eine Ecke, so passiert sie dort das Innere zweier Gebiete 
und berührt die v — 2 anderen von außen, es sei denn, daß eine Lösung 
eine Ecke in einer Kantenxichtung passiert. Man darf aber immer die 
Einteilungslinien so wählen, daß dies nicht der Fall ist. Somit hat man 
in einer Ecke v — 2 äußere Berührungen. Bildet man nun die Summe 

der Indizes über alle Bereiche, so wird sie gleich — 

Denn alle inneren und äußeren Berührungen heben sich auf, mit Aus¬ 
nahme der in den Ecken stattfindenden Berührungen. Eine jede äußere 
Berührung aber gibt eine Abnahme um tc und die / Flächen geben der 
Winkeländerung der Tangente entsprechend einen Zuwachs um 27t. 
Zur Bestimmung des Index ist durch ßw zu dividieren. Somit wird 

2Jj = e + f-k = 2-2p. 

Für die Kugel ist p =0; hier besitzt also eine Kurvenschar stets 
mehr als eine Singularität, falls nur Singularitäten der bisher betrach¬ 
teten Art Vorkommen. Denkt man sich andererseits auf der Kugel 
das Kreisbüschel, das entsteht, wenn man sie mit einem Ebenenbüschel 
durch eine ihrer Tangenten schneidet, so ist dies eine Kurvenschar 
mit nur einem singulären Punkt. Der Index muß also 2 sein. Um das 
nachzuprüfen, denken wir uns die Kugel stereographisch auf eine Ebene 

1 Punkte, in denen eine Lösung die Randkurve berührt und durchsetzt, 
werden nicht gezählt, weil da der Winkel zwischen Tangentenvektor und Feld¬ 
vektor zwar ein Vielfaches von tc erreicht, aber es nicht passiert. 
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SO projiziert daß wir das Kreisbuschel 

{x — a)2 + — ^2 

erhalten Als Differentialgleichung findet man 

X =2xy y = ys — ^2 

Sie gehört also nicht zu den im vorigen Paragraphen untersuchttn 
Fallen Verfolgt man das Vektorfeld dieser Differentialgleichung längs 

eines Kreises um den Ursprung so bc 
statigt man leicht daß der Index 2 ist 
(vgl Abb 12) Hier hegt auch im gestalt 
liehen Verhalten der Losungen etwas 
Neues vor Es treten sogenannte ge 
schlossene Knotengehete in dem bctrach 
teten Kreise auf Das sind Bereiche in 
welchen jede Losung aus dem Ursprung 
kommend wieder im Ursprung mundet 
Früher kamen Sattelgebtete vor Diese 
waren von Losungen begrenzt die im 
Ursprung mundeten und dann gingt n 
die Losungen alle am Ursprung vorbei 
In allen bisher betrachteten Fallen be 
steht zwischen dem Index j der ZahlA 
der geschlossenen Knotengebiete nnd der Zahl A der Sattelgebiete 
die Relation 

7 = ^ — ^ + ^ 

^ 2 

Bendixson hat m der S 79 genannten Arbeit gezeigt daß diese plan 
sible Relaüon stets dann richtig ist wenn die Zahlen Ä undA endlich 
sind und dies ist wie er gezeigt hat bei allen Differentialgleichungen 

der Fall wo und Potenzreihen smd die in der Umgebung des 
Ursprungs konvergieren Z B ist für einen regulären Punkt wo 96, 
und «ßg nicht beide verschwinden Jfe = 0 A = 2 Also ; = 0 

§ 8 Singulare Losungen 

1 Disknmmantenfcurve Schon gelegenthch der CtAiRAUTsche-n 
Gleichung lernten wir auf S 22 das eigentumhche Vorkommen von sm 
gularen Losungen kennen Wir machten damals die Erfahrung daß 
durch einzelne Punkte zwei sich dort berührende Integralkurven gingen 
IJe smgulaxe Losung trat als Enveloppe der die CtAiEAUTsche Glei 
Jnng losenden Geradenschar auf Nun wollen wir von allgememeren 
Erwägungen aus an die smgularen Losungen herangehen 
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Wir betrachten eine Differentialgleichung 

( 1 ) 

f{x,y,p) sei samt seinen partiellen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung für alle in Betracht kommenden Linienelemente y > P) 

eindeutig und stetig. Die in Betracht zu ziehenden Linienelemente 
seien: {x,y) aus einem Bereich jB, p beliebig. 

Um die bisher aufgesteUten Sätze anwendbar zu machen, muß erst 
die Auflösung nach p bewerkstelligt werden. Darüber gibt der bekannte 
Satz über implizite Funktionen Aufschluß. Er lehrt folgendes: Wenn 
man ein Wertetripel x^.y^^pQ hat, das der Gleichung “0 

genügt, und wenn für dies Wertetripel die Ableitung 

(xo.yo.po) 

nicht auch verschwindet, so gibt es in einer gewissen Umgebung von 
{^o»3'o) einzige wohlbestimmte eindeutige stetige Funktion 

p ^F{x,y), 

die der Gleichung genügt, und die für x = Xq, y = yo Wert p ^pQ 
annimmt, und welche stetige Ableitungen erster und ?;weiter Ordnung 
nach X und y besitzt. Oft werden so zu jedem Wertepaar, d. h. zu 
jedem Punkt X(^,yQ mehrere Werte p^^ und damit mehrere Funktionen 
p ^F(x,y) gehören, die der Gleichung genügen. Gewissermaßen wird 
das Feld der Linienelemente aus mehreren Schichten bestehen. Eine 
besondere Rolle müssen nach allem aber jedenfalls die Linienelemente 
spielen, welche auch noch der Gleichung 

( 2 ) j^(x.y.P)=o 

genügen. Alle diese Linienelemente genügen den beiden Gleichungen 

(3) f{x,y.p) = 0, ■^{x,y,p)=0. 

Wir betrachten die Menge derjenigen {x,y), zu welchen ;f>-Werte ge¬ 
hören, die zusammen mit den {x, y) den beiden Gleichungen (3) ge-» 
nügen. Wir nennen die von diesen {x, y) gebildete Menge die Diskrim- 
nantenkurve. Man kann sie in vielen F^len durch Elinoination von p 
aus (3) gewinnen. Dies gelingt z. B. in der Umgebung derjenigen Linien- 

elemente, für die + 0 ist. Dann kann man aus der zweiten Glei¬ 
chung (3) p als stetige mit stetigen Ableitungen versehene Funktion 
gewinnen und in die erste Gleichung (3) eintragen. Aus ihr gewinnt 
man dann die Diskriminantenkiirve als mit stetig sich ändernder Tan¬ 
gente versehene Kurve in der Nähe derjenigen [x^ jy)> für die nicht auch 

und verschwinden. Die Linienelemente, die den beiden Glei¬ 
chungen (3) genügen, heißen singuläre Linienelemente, 
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2 Beispiele Betrachten wir z B die Differentialgleichung 

y ^ = X 

Ihre smgnlaren Linienelemente genügen den beiden Gleichungen 

i^ = x 
2i>=0 

Sie sind alle der x Achse parallel und hegen auf der Kurve x = 0 Mm 
stellt weiter leicht den Verlauf der Integralkurven fest Nur für positive x 
sind reelle Integralkurven vorhanden Dieselben treffen die Disknmi 
nantenkurve senkrecht 

Die Losungen smd y = ±%x + c Den beiden Schichten 
y' = + 'fx und y — — ifx entsprechend gehen durch jeden Punkt 
mit positiver Abszisse x zwei Integralkurven hindurch 
Ich betrachte weiter die Gleichung 


y 2 =y 

Hier genügen die smgularen Limenelemente den beiden Gleichungen 

2f = Q 


Sie sind alle der x Achse parallel hegen aber jetzt auf der Kurve y - 0 
Diese Kurve ist daher selbst Losung und die übrigen Integralkurvcn 

y = berühren dieselbe Wir sagen in diesem Fall du Diskri 

mmantenkurve sei singulare Losung 


3 Singulare Losungen Wtr verstehen also unter einsr smgularen Losung 
eine aus lauter smgularen Lmtenelementen auf gebaute Losung Nach d< r 
Definition der Diskrmunantenkurve kann eme singulare Losung nur 
aus einzelnen Bogen der Diskmninantenkurve bestehen Denn diese 
ist der Ort der Punkte welche singulare Lmienelemente tragen Aber 
das erste Beispiel lehrt zugleich daß die Diskmninantenkurve ganz 
und gar nicht immer eine smgulare Losung der Differentialgleichung 
ist Damit dies der Fall ist müssen vielmehr noch besondere Zusatz- 
bedmgungen bestehen Diese wollen wir jetzt herleiten Wir müssen 
ja nur feststeUen unter welchen Umstanden die Richtung der Dis- 
knimnantenkurve mit der in ihren Punkten vorgeschriebenen singu 
laren Feldnchtung uberemstimmt Wenn dies längs emes Bogens der¬ 
selben der Fall ist so ist dieser Bogen smgulare Losung Um aber die 
Richtung der Disknimnantenkurve zu bestimmen hat rnan ihre Gh i- 
chung (3) zu differenzieren Das hefert 


dx dy dx ^ dp dx ^ 
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Da aber längs der Diskriminantenkurve 



ist, so erhält man die Bedingung 


dx dy dx 


0 . 


Soll daher das 4^ der Diskriminantenkurve mit dem p des Feldes 
ax 


übereinstimmen, so muß 


37 + 3 ?^-^ 


sein. Daher erhält man zur Bestimmung der singulären Lösungen die 
drei Gleichungen 

fix.y.p) = 0 


(4) 


jj{x,y.-P)=^o 


Weim umgekehrt zu jedem Punkt einer Kurve ein Wert des Para¬ 
meters ‘f) gehört, derart daß die drei Gleichungen (4) erfüllt sind, so 
ist sie eine singuläre Lösung der Differentialgleichung, falls nicht auch 
noch für alle ihre Punkte 

§^{x.y.p)=0 

ist. Denn wenn man zur Bestimmung der Richtung die erste der drei 
Gleichungen (4) differenziert, so erhält man unter Berücksichtigung 
der zweiten 9/ , .3/ , „ 

d7+j^-y 


Daher ist nach der dritten 

Hieraus ergibt sich wegen der auf bezüglichen Bedingung 

y'=^P. 

so daß für das y' der durch (4) erklärten Kurve wegen der ersten Glei¬ 
chung (4) f{x,y,y’) =0 gilt. Sie ist also eine Lösung, und zwar eine 
singuläre, wegen des Bestehens der zweiten der drei Gleichungen. Die 

drei Gleichungen (4) zusammen mit ^ {x,y,p) + 0 legen daher die 
singulären Lösungen fest. 

4. Diskriminantenkurve und singuläre Lösung. Man sieht aus den 
vielen für eine singuläre Lösung notwendigen Bedingungen, daß im 
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allgememm die Disknminaiiteiikiirve mcht singulare Losung sein wird 
Sie wird vielmehr im allgemeinen Ort derjenigen Stellen sein durch 
die zwei emander berührende Integralkurven gehen (vgl das erstt 
Beispiel) Übrigens kann sehr wohl auch die Disknminantenkurve Losung 
sein ohne aus singulären Limenelementen zu bestehen Sie kann mit an 
deren Worten auch nichtsingulare Losung sem So ist cs 7 B bei 

(y ^ ^ + y) (y — 1) = 0 

Für die singulären Elemente muß 

(^'-^ + y)(^-i) = o 

und 

sein Elimmation von 'p hefert als Disknminantenkurvt 

(^-y)(y“-^ + i)=o 

Auf X y smd ^ = 0 die singulären Richtungen Auf — l sind 

^ = 1 die singulären Richtungen y==x ist also Losung ohne singuläre 
Losung zu sein Das kommt dadurch zustande daß ein anderer Zweig 
der durch f{x y =0 definierten Funktion p ==F(x y) längs der 
Diskmnmantenkurve deren Richtungen liefert 

5 Singulare Losungen und Enveloppen Nach diesen Darlegungen 
ist es klar daß eine jede Enveloppe emer Schar von Integralkurven 
d h eine jede Kurve die in jedem ihrer Punkte von emer Integralkurvc 
berührt wird eme smgulare Losung ist im Sinne der vorhin aufgestdl 
ten Definition Denn da durch jedes ihrer Linienelemente zwei ver 
schiedene Integralkurven gehen muß der vorhin erwähnte Satz über 
mphzite Funktionen m semer Anwendung auf die Linienelemente der 
Enveloppe versagen^ Solche Lmienelemente nannten wir aber Singular 
Die Enveloppe besteht also nur aus singulären Elementen 

Man darf aber nicht umgekehrt schheßen wollen daß alle singu 
aren Losungen als Enveloppen emer Schar von Integralkurven auf 
gefaßt werden koimen Es ist also nicht immer der Fall daß die sm 

gulare Losung in ihren Punkten von anderen Integralkurven berührt 
wird 


6 Beispiele Emige Beispiele sollen die Verhältnisse klarstellen Ich 
betrachte die Tangenten der kubischen Parabel 

__ y = x^ 


* Es soUen nur solche Linienelemente betrachtet werden für die ~ ejusticrt 
Moghchkeit beiseite bleiben daß man zwar m der ^Umgebung 
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Sie genügen der Gleichung 

( 5 ) 27 ( 3 / —= 4 / 3 . 

Wenn man die singulären Integrale derselben sucht, so hat man noch 
die beiden Gleichungen 

(6) 54(3;-/i*;)A; +12/2 = 0 

(7) —54(y — /a;)/ +y B4:{y — y' x) = 0 


aufzustellen. Da (7) identisch erfüllt ist, so hat man zur Auffindtmg 
der singulären Lösungen nur y' aus (5) und (6) zu eliminieren. Das 
führt auf 

108 - 4 / 3^^2 _ 144 /^ = 0 . 


Daher ist entweder 
oder 


/ = 0 


/ = 3a;2. 

Die erste Möglichkeit führt zu der singulären Lösung 


y = 0, 

die zweite zur Parabel 

y =sa ä;3. 

Während diese als Enveloppe der die Gleichung befriedigenden Ge¬ 
radenschar aufzufassen ist, gibt es keinerlei Integralkurven, die die 
Gerade 0 in ihren einzelnen Punkten berührten. Sie ist keine 
Enveloppe, Trotzdem besteht, sie aus singulären Linienelementen. Diese 
Erscheimmg tritt stets bei den Wendetangenten der Leitkurve einer 
Differentialgleichung auf, deren Lösungen durch die Tangenten dieser 
Leitkurve bestimmt sind. 

Wenn nämlich 

v-fiS) 

die Gleichung der Leitkurve ist, so sind 


die Gleichungen ihrer Tangenten. S. 14 haben wir gelernt, wie man 
die Differentialgleichung einer solchen Kurvenschar bestimmt. Sie er¬ 
gibt sich durch Elimination von | aus den beiden Gleichungen 

y -/(l) = /'(f) («-^) 


Zur Bestimmung der singulären Lösungen dieser Gleichung hat 
man die |-Ableitung der, ersten Gleichtmg Null zu setzen. Das liefert 
aber 


rm («- 1 ) = 0 . 
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Also 

und 


A? —f = 0 

/'(l) = 0 


Der erste Fall liefert die Leitkurve Der zweite Fall fuhrt zu den Wende 
tangenten da ]a die Wendepunkte durch /' (f) =0 charaktensiert 

sind (Zu den Wendctan 
genten zahlen wir also alle 
Tangenten die in höherer 
als der ersten Ordnung die 
Kurve berühren) 

Warum gerade diese 
Wendetangenten mit zu den 
singulären Losungen also 
auch mit zu der Diskri 
ininantenkurve gehören 
laßt sich am vorigen Bei 
spiel der Gleichung 

27 (y ® 

leicht erläutern wenn man 
beachtet daß von den 
Punkten des in Abb 13 
schraffierten Gebietes drei Tangenten an die Parabel gehen von den 
Punkten des nicht schraffierten Gebietes aber nur eine Beide Gebiete 
werden naturgemäß durch die Disknnunantenkurve getrennt denn 
das ist deren geometnsche Bedeutung 

Ich betrachte noch em zweites Beispiel in dem die singulären 

Losungen nicht als En 
veloppen auftreten Das 
ist der Fall bei der Dif 
ferentialgleichung 

— yZ 

Ihre Losimgen sind 
4 

^ (^ + oY 

Dazu kommt noch, du, 
smgulare Losung 

^ = 0 

Sie wird von kemer anderen Integralkurve im Endlichen berührt 
tritt viehnehr als gememsame Asymptote aller Integralkurven auf 
die sich ihr behebig nahe anschmiegen Diese gehen namheh aus 
emander durch Parallelverschiebung m Richtung der x Achse hervor 
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4 

Wenn daher eine der Kurven, z. B. y = — (Abb. 14), für ^ > 20 nur 

um höchstens von y = 0 abweicht, so kann man sie so parallel 
verschieben, daß eine Kurve entsteht, die schon für x> Xq nur noch 
um von y = 0 abweicht, x^^ kann dabei ganz beliebig gewählt wer¬ 
den. Denn 4 

^ "" (^ + 20-;»o)“ 

ist die gewünschte Kurve. 


V. Kapitel. 


Differentialgleichungen erster Ordnung 
im komplexen Gebiet. 

§ 1. Feste und bewegliche Singularitäten. 


1. Einteilung der Singularitäten. Für . 2 f-Werte, welche einem Be¬ 
reich B der komplexen ; 2 :-Ebene, und für te;-Werte, welche einem 
Bereich G der komplexen te;-Ebene angehören, sei f {z,w) eine ein¬ 
deutige, bis auf gewisse Singularitäten reguläre anal 5 ^ische Funktion. 
Bl Gl seien abgeschlosser^e Teilberdche von B und G. Auf diese 
werden % und w weiterhin beschränkt.' Uns wird hier allein der Fall 
beschäftigen, daß f[z, w) für die genannten Werte (z,w) durchweg von 
rationalem Charakter ist. Wir wollen also f[ZyW) als Quotient zweier in 

dem Bereiche regulärer Funktionen annehmen. Es sei f{z,w) = > 

■wo ix{z,w) und fi[z,w) im zugrunde gelegten Bereiche regulär sind. 
Dann stellen wir uns die Aufgabe, die Lösungen der Differential¬ 


gleichung 

( 1 ) 


dw __ /i {z, w) 
"dl w) 


in diesem Bereiche zu untersuchen. Solche Lösungen sind durch ihre 
Anfangsbedingungen bestimmt, und ■wir •wissen ■von S. 51 her fol¬ 
gendes: Wenn die Anfangswerte «o-»o so gewählt sind, daß /(z, w) 
an dieser Stelle regulär ist, daß also mit anderen Worten daselbst 
der Nenner nicht verschwindet, dann gibt es genau eine in der Um¬ 
gebung von Zo eindeutige reguläre Funktion w (z), für die w (Zq) = Wp 
gilt und die der Differentialgleichung genügt. Wh wissen weito, daß 
es auch keine andere nichtanalytische dieser Bedingung genügende 
Lösung gibt, ja man kann der Fußnote ^ von S. 32 sogar entnehmen, 
daß es keine weitere der Bedingung lim w (z) = Wq genügende Lösung 


gibt. Wir haben S. 
kreis gemacht: Ist 


Z-^Zo 

62 auch eine Feststellung 


h[z,w) 


< M in 



über den Konvergenz- 
^ \ w —Wq \ ^ b, 



126 Iß Differenüalgleicliungen erster Ordnung im komplexen C tbict 


und ist alA < h so ist die w[z) darstellende Potenzreihe in | ^ ^fo I ^ ^ 
konvergent 

D%e w&itere Aufgabe tst nun mit Hilfe funktionentheorehscher Mc 
thoden eine solche durch ihre Anfangsbedingungen fe^itgelegte Losung ver 
mittelst analytischer Fortsetzung in ihrem weiteren Verlauf zu verfolgen 
Wo sind z B die Singularitäten einer solchen Losung zu suche n ? Ich 
nehme an bei Fortsetzung längs eines bestimmten Weges könne nun 
bis an eme Stelle Zq aus B heran nicht aber über dieselbe hinius g( 
langen Hier smd nun zwei Falle zu unterscheiden Lntweder hon 
ver giert bei Annäherung an die Stelle z^ die Funhtion w (z) einem bt 
stimmten Grenzwert zu oder nicht Ich betrachte erst den zweitgenannten 
Fall Es wird sich zeigen daß er nur dann emtntt wenn f^ (-er xv) 0 
ist für alle w Da namheh der Nenner {z w) im abgcschlossc ne n Be 
reich G regulär ist so gibt es in G nur endlich viele Stellen fiu die 
w^ =0 ist falls nicht f^[zQ w) ^ 0 ist Man umgebe sie duich 
Kreise vom Radius 2 d und konzentrische Kre ise vom Radius b 
über deren Kleinheit noch zu verfugen sein wird Dann kinn mm 
eme von der Kleinheit der Kreise abhangende Zahl 2g so bestimmen 
daß für I ^ - 2 fo I ^ 2^ die Wurzeln w von /gf-sr ze/) =: 0 alle im Inne rn 
der Ereise vom Radius b liegen Dann gibt es eine positive Zahl M 
derart daß für \z Zq\ ^ ^ und für ein jedes nicht den Kreisen vom 
Radius b angehorige w stets \f^[z w)\>M güt Ich nenne I\ die 
Menge \z — Zq\’^2q und w aus dem Äußeren der Kreise vom Radius b 
Dann gibt es auch eine Zahl M so daß in durchweg 


isti Wählt man nun die Kreise genügend klein so muß es beliebig n ihe 
bei Zo auf dem der Fortsetzung zugrunde gelegten Wege Stellen geben, 
wo die Werte der Losung außerhalb oder auf der Peripherie der Kreise 
vom Radius 23 hegen Denn sonst mußte gegen du Annahme w[z) 
für z Zo gegen einen Grenzwert konvergieren Nun gibt e s zwei Zahle 
^ < Ci ^ Q 0 < 3i ^ 3 derart daß < di M und daß mm um jede 
Stelle (zj w-f) von einen Bereich | z — z^ | ^ \w - w.\<^ L 
abgrenzen kann derart daß dann noch 


ist Die Losung der Differentialgleichung welche an der Stelle z, den 
Wert annimmt ist dann m | z — z^ | ^ regulär Da somit zu jt dci 
btelle aus em endheher Konvergenzkreis gehört dessen Radius 


vom ^ 1 ^ ö und a; aus dem Aiißciu der Kr< isc 

vom Radius 2 o ist ein Teilbereich von 

gefito** werden mit Rücksicht auf die Ränder von Sj und w(f,tn QjdiM <in 
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stetig vom Entwicklungsmittelpunkt abhängt, so können bei An¬ 
näherung an Zq die Konvergenzradien nicht gegen Null streben. Denn 
sie besitzen in ein positives Minimum. Somit ist tatsächlich nur 
der erste der beiden aufgezählten Fälle wirklich möghch. Wenn also 
die Fortsetzung über Zq hinaus nicht möglich ist, ohne daß w) = Ö 
ist für alle te/, so muß w[z) bei Annäherung an einem bestimmten 
Grenzwert zustreben. Die Betrachtung lehrt dann außerdem, daß 
^o) ist. Jetzt bleibt es unentschieden, ob w) für allere; 
oder nur für einzelne w verschwindet. Nun haben wir drei Fälle zu 
unterscheiden: 

Im ersten Falle sei / 2 (^o> ^o) = 0, aber + 0 im w 

in der Umgebung von w^y ferner fi[zQ,WQ) +0. Wir nennen dann 
(Zq, eine bewegliche Singularität. Denn der Grenzwert w^y mit dem 
wir in ankommen, hängt von dem Anfangswert der untersuchten 
Lösung ab. Es erweist sich dann also bei Fortsetzung längs des¬ 
selben Weges eine andere Lösung unter Umständen in z^ als nicht sin¬ 
gulär, falls sie nämlich für z-^Zq einen von verschiedenen Grenz¬ 
wert hat. Im zweiten Falle sei / 2 (^o» = 0 für alle w. Dann sagen wir, 

es liege an der Stelle Zq eine feste Singularität vor. Denn ry^xi wird für 
jede Lösung bei Annäherung an Zq der Nenner f 2 {z, w) NuU. Hier werde 
nicht besonders unterschieden, ob fx{zQy w) für kein w oder für einzelne 
w verschwindet. Ein Fall, in dem fiiz^y w) und U[Zq, w) identisch in w 
verschwinden, verdient keine Beachtung, weil er durch Wegheben 
einer Potenz von z -- z^ aus Zähler und Nenner beseitigt werden kann. 
Der dritte noch zu unterscheidende Fall ist der, daß außer f^iz^yW^ =0 
auch fx{zQ, Wq) =5 0 ist. Wieder sei f 2 {^o* + 0 für w ^ Wq in einer 

gewissen Umgebung von Wq, Wir nennen solche Stellen [z^yW^) sin¬ 
guläre Stellen dritter Art. 

Der erste der eben auf gezählten Fälle werde näher betrachtet. In 
diesem Falle, wo zwar =0 ist, in der Umgebung von 

aber f^izo, w) nicht weiter verschwindet, und wo /i(^o» ^o) + ^ ^st 
in der Differentialgleichung 

m 

dw fxiZyW)" 

welcher die Umkehrungsfunktion genügt, die rechte Seite in der Um¬ 
gebung von Zf ^, ^0 regulär. Die rechte Seite verschwindet zwar für 
Zf^yWf^y aber sie verschwindet nicht für Zo und beliebiges zä;. Daher 
kommen in der Entwicklung der rechten Seite Glieder vor, die von 
z — z^ unabhängig sind. Dann läßt sich diejenige Lösungy welche für 
w =» w^ den W&rt Zq besitzty in eine um w = konvergente Potenzreihe 
entwickeln: 

(z) «=«o + c«+i(w-“'o)”+^+ • • • • 

wo »w eine passende positive ganze Zahl ist. 
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Denn sei 

( 4 ) — te'o) + ^o) ^2-^o ^ “ ^0) 

wo und 5ßa Potenzxeihen bedeuten die in der Umgebung von w 
bzw z=^Zq konvergieren und wo ä^+» 0 ?ßi(0)4“0 sei 

Dann mache man nach S 53 den Ansatz 

^ ==-2ro + ^i(^’-“^o) + 

Dann ist 

1 (d-^z\ 
k\ \dW^){iD^WQ) 

Man sieht aber aus (4) sofort daß daher Cjl = ^2 “ = ^» 

H" 0 ist ji tt 1. 

Die Umkehrung der Reihe (3) lehrt daß w in der Umgebung von 

1 

nach Potenzen von {z — entwickelt werden kann Es hegt also 

für die Losung ein m + 1 Uattnger algebratscher VerzwetgungspunM vor 
Daß dieser Verzweigungspunkt auftrat ist aber durchaus dadurch be 
Hin gt daß wir gerade die Losung betrachteten die für z-^z^gi gen 
strebte Denn verlangen wir diejenige Losung von (4) welche für 
ze; = den Wert Zq aimimmt so finden wir für dieselbe eine Reihe 

=^o + te'i) + , 

in der jetzt der Koeffizient ai der ersten Potenz nicht verschwindet 
falls nur hmreichend nahe bei Wq hegt nämlich so nahe daß 

^i)+0 

ist Dann wird aber 

w = w^ + ^{z — Zq) + 

in der Umgebung von Zq regulär So erklärt sich die nicht ganz tre ffende 
Bezeichnung beweghehe oder auch verschiebbare Singularität 
Alle beweglichen Stngulantaten sind algebraische Verzweigung^-- 
funkte 

Im zweiten der drei Falle wo fz{zQ w) =0 ist für alle w wurcU 
die gleiche Überlegung nur zu der Losung z ^Zq fuhren mit der wir 
für unseren Zweck weiter nidits anfangen können Bei Annäherung 
an eme derartige Smgulantat zweiter Art kann nun tatsächlich du 
Losung w{z) unbestimmt werden So smd ja z B die Losungen von 

dw _ w 

dz 

durch w — Ce ^ gegeben Sie werden für C + 0 bei Annäherung an 
z — ^ längs der imagmaren Achse tatsachheh unbestimmt d h «>ic 
streben keinem Grenzwert zu Hier sprechen wir von einer festen Sin 
gulantat 
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Eine große Menge von Untersuchungen befaßt sich damit, bei 
gegebener Differentialgleichung die Natur der Lösungen in der Nahe 
einer solchen festen singulären Stelle Zq zu untersuchen, Briot und 
Bouquet haben die Untersuchungen begonnen, Picard, Poincar^:, 
Dulac, Bendixson, Horn und neuerdings Malmquist haben sie ge¬ 
fördert. Ich verweise wegen alles Weiteren auf eine Arbeit von Malm¬ 
quist im Arkiv för matematik, astronomi och fysik, Bd. 15, wo auch die 
Literatur erwähnt ist. Hier sei nur so viel gesagt: Den Ausgangspunkt 
der Untersuchung bildet immer ein Zweig der Lösung, welcher einem 
bestimmten Grenzwert Wq zustrebt, wenn sich z auf einem passenden 
Wege der singulären Stelle nähert. Dieser Wert Wq erfüllt aber dann 
immer mit Zq zusammen fi{zQ, = 0, Dies folgt sofort aus der schon 
mehrfach angesteUten Überlegung, welche an (2) anknüpft. Diese 
Gleichung wäre ja sonst in der Umgebung von Zq, Wq regulär. Aber 
ihre einzige Lösung, welche für gegen Zq strebt, ist z ^z^, das 

aber nicht Umkehrung der jetzt zu betrachtenden Lösung sein kann. 
Hier reihen sich die singulären Stellen der dritten Art an, welche wir 
im reellen Gebiet schon ausführlich untersucht haben. 

Wir haben bei diesen Betrachtungen endliche Zq und Wq angenommen. 
Aber man weiß aus der Funktionentheorie, wie man durch die Sub¬ 
stitutionen "7 — i oder — h) dem Unendlichfemen beikommt. 

2, Differentialgleichungen mit lauter festen Singularitäten. In diesem 
Paragraphen möchte ich nur noch die Frage behandeln, ob es Differen¬ 
tialgleichungen mit lauter festen singulären Stellen gibt, und wodurch 
diese, von beweglichen Verzweigungsfunkten ihrer Lösungen freien, Dif¬ 
ferentialgleichungen charakterisiert sind. Wir beschränken uns dabei von 
vornherein auf Differentialgleichungen (1), in welchen die rechte Seite 
rational ist. Zähler und Nenner sollen ganze rationale teilerfremde 
Funktionen sein. Die festen singulären Stellen sind diejenigen Stellen 
z^, für welche der Nenner für alle w verschwindet. Dazu kommt even¬ 
tuell noch der unendlich ferne Punkt, wenn der Übergang zu z — y die 
Stelle j 5sa 0 zu den festen Singularitäten überführt. Die Substitution 

ja: SK -i aber führt die Differentialgleichung (1) in 
5 



über. Und hier kann man alle gewünschten Feststellungen leicht ma¬ 
chen. Außerhalb dieser festen Singularitäten besitzt ein jedes Integral 
nach unseren Überlegungen allenfalls noch Pole. 

Soll nun eine Differentialgleichung (1) der angegebenen Art nur 
feste Singularitäten nichtrationalen Charakters besitzen, so muß der 

Bibuckmcb, DUfoientl.]gIelobuBgen. S.AuS. ä 
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Nenner der rechten Seite für jedes Zq für das er überhaupt verschwindet, 
identisch in w verschwinden Er ist daher ein Produkt einer Funktion von 
z allem und emer Funktion von w allein Beide Faktoren smd Polynome 
Richtet man die Aufmerksamkeit auf diejenigen z für die der erste 
Faktor nicht verschwmdet so erkennt man daß im Nenner das w 
gar nicht vorkommt Die Differentialgleichung muß daher von der 
Form 

dw , . 

= w) 

sem wo (p(z w) em Polynom m w ist nut Koeffizienten die rational 
von z abhangen Damit sind beweghche Singularitäten ausgeschlossen 
m welchen w endhch bleibt Nun müssen noch diejenigen ausgeschlossen 
werden m welchen w unendhch wird Daher mache ich die Substitution 

tt' = Damit geht die Differentialgleichung (1) m 

über Nun muß wieder der Nenner von tü unabhängig sein (nachdem 
man etwaige gememsame Faktoren von Zahler und Nenner entfernt 
hat) Daher kann (p{z,w) m w höchstens vom zweiten Grade sem 
Damit haben wir den Satz 

Dte einzigen rattonalen Dtfferenttalgletchungen deren Losungen ketne 
beweghchen algebratschen VerzwetgungS'punkte besetzen stnd dte vom 
Riccatiscä^^ Typus 

(5) ^ = Ao{z) + Ai{z) w + Ai{z) 

8 Bemerkung Auch, für die allgemeineren Differentialgleichungen 

/(^ 5' y) = 0 

wo f(xy y^) ein Polynom in x y y ist wurde durch Fuchs und Poincarä das 
Problem gelöst alle Differentialgleichungen mit nur festen Verzweigungspunkten 
zu bestimmen Das Hrgebms ist dieses Das allgemeine Integral ist entweder 
eine algebraische Funktion oder aber man kann die Differentialgleichung durch 
eine algebraische Substitution entweder auf eine RiccAxische oder auf die Diffe 
rentialgleichung 

y =gWy(i-y»)(l-A*y*) 

transformieren 

4 Analogon des PicARDschen Satzes Aus unseren bishengen Er 
gebnissen ergibt sich leidit ein dem PicARDschen Satz für ganze transzen 
dente Funktionen entsprechender Satz für die Losungen unserer Dif 
ferentialgleichungen Er lautet In der Dtfferenhdgktchung 

set die rechte Seite eine rationale Funktion w{z) sei ein Integral der 
seihen welches eine unendhch vieldeutige Umkehrungsfunktion z(w) be 
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sitzt. Dann gibt es nur endlich viele Ausnahmewerte W, für welche die 
Gleichung w{z) =W nur endlich viele Lösungen besitzt. 

Zum Beweise betrachtet man die Differentialgleichung 

dz _ 1 

dw f{z, w)* . 

welcher die Umkehrungsfunktion unseres Integrals genügt. Feste Sin¬ 
gularitäten und Singularitäten dritter Art derselben sind nur in end¬ 
licher Zahl vorhanden. Wir betrachten eine Stelle W, welche nicht 
zu diesen Singularitäten gehört. An dieser Stelle nimmt die Funk¬ 
tion z[w) Werte an, unter denen, wie ich zeigen will, unendlich viele 
verschiedene Vorkommen. Es ist nämlich jeder Zweig unserer Funk¬ 
tion an der Stelle W von algebraischem Charakter. Ein jeder Zweig 
aber ist durch seinen bei W angenommenen Wert festgelegt. Da aber 
die Funktion nach Voraussetzung unendlich vieldeutig ist, und da 
jeder ihrer Zweige auf jedem, die angegebenen Singularitäten vermei¬ 
denden Weg bis nach W fortgesetzt werden kann, nimmt die Funk¬ 
tion z{p) an der Stelle W unendlich viele verschiedene Werte an. Darin 
liegt der Beweis unseres Satzes. 

5. Endlich vieldeutige Integrale. Der Satz in 2. legt die Frage nach 
den endlich vieldeutigen Integralen der Differentialgleichung (1) nahe. 
Es wurde schon bewiesen, daß die einzigen rationalen Differentialglei¬ 
chungen ohne verschiebbare algebraische Verzweigungen die Rico Ari¬ 
schen sind. Daher sind jedenfalls auch die Differentialgleichungen, 
welche nur eindeutige Integrale besitzen, bei welchen also überhaupt 
keine, also auch keine verschiebbaren Verzweigungen Vorkommen, 
unter den RiccATischen zu suchen. Die Bedingungen dafür, daß eine 
RiccATische Gleichung nur eindeutige Integrale besitzt, sind noch un¬ 
bekannt^. Für andere Differentialgleichungen hat aber Malmquist den 
folgenden schönen Satz bewiesen^: 

Wenn die rationale Differentialgleichung ^ = keine Riccati- 

sche ist, so ist jedes eindeutige Integral derselben eine rationale Funktion. 

Malmquist hat in der gleichen Arbeit einen analogen Satz über 
rationale Differentialgleichungen mit endlich vieldeutigen Integralen 
bewiesen. Er ist auch damit über den Inhalt der Vermutungen und 
Beweisversuche Painleväs, dem man die Fragestellung verdankt, 
hinausgegangen. Dieser weitergehende Satz lautet: 

Wenn eine rationale Differentialgleichung ^ = / (^; endlich 

vieldeutiges Integral besitzt, so ist dasselbe entweder eine algebraische 

^ Der auf S. 156 gegebenen Darstellung ihrer Koeffizienten durch drei Inte¬ 
grale von (1) S. 26 kann man eine Antwort auf diese Frage entnehmen, die aber 
nicht voll befriedigt. 

^ Acta mathematica Bd. 36 . 

9*** 
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Funkhon oier aber man kann che Dtfferenhalgletchung durch e%ne Sub 
shtuhon der Form 

_ + ggte; +_-}-an 

^ “ Zü -f + -\ ß 

tn eine RiccATische Gleichung 

^ = ao + «iW + «2*^® 

überführen In dieser sowohl wie in der Substitution sind dabei alle Koefft 
Zimten rationale Funktionen von z 

Wegen der Beweise dieser Satze sei auf die Onginalarbeit von 
Malmquist verwiesen 

6 Ein Satz von Hermite Von Hermite rührt der folgende Satz her 
den er m seinem Cours d analyse angibt und fur den auch in Picards 
Traitd d analyse ein Beweis zu fmden ist (Bd 3 S 62) Wenn f{Zi 
ein Polynom ist so ist das allgemeine Integral der Gleichung f [w w') 0 

nur dann eindeutig wenn die algebraische Kurve f{Zy z^ - 0 vom Gc 
schlecht 0 oder 1 ist 


§ 3 D« Dtffer«.t.algl«chu«g.n 
in der Umgebung von 

Wir -wolleii wie im reellen Gebiet auf S 98 annehmin daß dit Po¬ 
tenzreihen sßi und $2 ™ gewissen Umgebung von z ==- «i — 0 
fur alle komplexen z und w konvergieren und keine Glieder von niedn 
gerer als der zweiten Ordnung enthalten Wir wollen das Vtrliilten dir 
Integrale m der Nahe von z = w = 0 im komplexen Gebiet unter¬ 
suchen und so in dieser Richtung unsere im reellen Gebiet gewonnenen 
Ergebnisse erweitern Wir beschranken uns dabei — weiter reichen 
die zu entwickelnden Methoden noch nicht — auf den Fall wo man 
durch eme hneaxe Transformation der z und w erreichen kann daß 
G = B = 0 ist Wir nehmen ferner statt der Differentialgleichung d( r 
Überschrift wieder das System 

d X 

'Jt ^ 2 ) = ^ 2 ) ^1 + 0 

dx 

= ^2^2 "I" ^ 2 ) “ ^2 (^ 1 ^ 2 ) ^2 "H 0 

vor Die von PoiNCARt erdachte von Lindelof verallgemeinerte Mc 
thode beruht darauf daß man die Schar der Losungskurven in der 
Form 


(2) 


^(^1 ^2) = const 
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’ dz 

geschrieben denkt. Dann ist u eine Lösung der linearen partiellen Dif¬ 
ferentialgleichung 

(3) 

und umgekehrt liefert jede (3) genügende Funktion u vermöge (2) 
Lösungskurven von (1). Es handelt sich also darum, diejenigen Inte¬ 
grale u von (3) zu untersuchen, welche im Ursprung verschwinden. 
Die Untersuchung soll für den Fall geleistet werden, daßAi und ^2 
ihrer Deutung als Punkte in der komplexen A-Ebene beide auf derselben 
Seite (nicht auf) einer 'passend gewählten Geraden durch den Ursprung 
der X-Ebene liegen. Die Voraussetzung ist durch die anzuwendende 
Methode bedingt. Der Grundgedanke ist dieser. Man betrachtet an Stelle 
von (3) zunächst die beiden anderen Differentialgleichungen 


(4) 




du^ 


(5) 

Hat man dann ein Integral % von (4) und ein Integral von (5) ge- 
funden, so ist 

JL 

«i* 

( 6 ) 


a«2 


u — ■ 


«i* 


ein Integral von (3). 

Denn multipliziert man (4) mit 


so sieht man, daß 
der Differentialgleichung 


1 


Dl = «i* 


(7) 


P 4- P = D, 


genügt. Ebenso findet man für 


D* = 

p iE*4-P ^ 

■‘^X dx^ 


^-= D, 


( 8 ) 

Multipliziert man dann (7) mit Dj und (8) mit Di und subtrahiert 
man beides voneinander, so sieht man, daß für (6) die Gleichung (3) 
gilt. 

Wir schreiten zur Durchführtmg des Ansatzes. Wir suchen^ Inte¬ 
grale von (4) und (S) nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
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zu bestimmen Setzen wir also z B in (4) an 


(9) 

SO erhalt man 

( 10 ) 

Hier ist 
( 10 ) 


«1 = % + ^ c 
»,+ =.2 


00 

^ ^ + «2 


wo das «1 von (9) emzusetzen ist 

Hier bedeuten die i?, , ganze rationale Funktionen derjenigen 
^ für die H- /ij < Vi H- ist und der Koeffizienten von 5ßi und 
$2 Die Methode der unbestimmten Koeffizienten lehrt also wenn man 
auch auf der hnken Seite von (10) das (9) emtragt 

(ff) Vi + ^2 ^'2 ■^) ('v y = Ry^r "t" *'2 ^ 2) 

Hieraus kann man rekurrent die C,,, bestimmen wofern nn»ma1g 
Aj Vi + ^21'2 — Aj = 0 

wird In diesem Falle wird die Bestimmung unmoghch weil die rechte 
Seite 1? , ja nicht gleichzeitig zu verschwinden braucht Wir wollen 
daher nach Lindelof statt (4) die Differentialgleichung 


( 12 ) 

betrachten wo 




9= E <Py 

+ y -2 




eme noch passend zu bestimmende Funktion bedeutet Marhen wir 
in (12) wieder den Ansatz (9) so erhalten wir statt (10) 

(13) '^^■ä^ + -^2^2|^ —AaMi= ^ (-K» .. + 9’n»,)*; 

+ »■ -2 

und statt (11) kommt 

(f^) (Al Vi + Aj Vg — Al) C = 2?,,, + 99 ,,, (vj + Vj ^ 2) 

Nunmehr kann man stets dann wenn 

AiT-i + AgVg —Ai = 0 

wird 


q>y =—Ry 

setzen und so erreichen daß man (14) erfuUen kann C, , freihch 
bleibt wiHkurhch Wir wollen dann stets C» , = 0 setzen 

Bevor wir die Konvergenz der so zu fmdenden Reihen untersuchen 
wollen wir uns die so zu erreichenden Ergebmsse etwas naher ver- 
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dw __ C Z’^Dw-\- ^2 
dz A z-\-B w 


in der Umgebung von z^w = Q. 
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gegenwärtigen. Da Ai nnd nach Voraussetzung dem Inneren einer 
Halbebene angehören, deren Rand durch den Ursprung geht, so kann 
es keine Relation 

PxK +^2^2 = ö 

geben, in der und beide nichtnegativ sind. Besteht also eine 
Relation + ^ 2^2 ^2 nichtnegativ sind und 

Vi + Vg ^ 2 ist, so muß Vj = 0 sein. Dann ist also 

(16) Ai-rgA 2 ()^ 2 ^ 2 ) 


und man sieht, daß es nicht mehr als eine einzige Relation 


^ 1-^1 + ^24 — -^ = Ö 

gibt und daß diese die Form (15) hat. 

Stellen wir die gleichen Betrachtungen bei ( 6 ) an, so werden wir 

auf Relationen ^ ^ ^ «v 

X \ Vi + -^2 ^2 “ ^2 (^1 ' t " ^2 ^ 


geführt und sehen, daß es nicht mehr als eine geben kann und daß diese, 
dann notwendig von der Form 

(16) (^1 ^ 2 ) 

ist. Vergleicht man (16) und (16), so sieht man, daß man höchstens bei 
einer der beiden Gleichungen (4) oder ( 6 ) auf eine Relation (15) oder 

(16) stoßen kann. Nehmen wir an, bei (12) käme keine solche Relation 
vor, so können wir hier 93 ^ 0 nehmen und erhalten durch unsere 
Überlegung ~ sowie die Konvergenz bewiesen ist — eine Lösung 
von (4). Stoßen wir auch bei (5) auf keine Relation, so können wir auch 
dort y ^ 0 nehmen und finden ein Integral von ( 6 ), kommt aber eine 
Relation (16) vor, so können wir 

(p=^Kul^ 

nehmen und dann K so bestimmen, daß die zu (14) analogen Gleichungen 

(^ *^2 ^2 ^2) " ^viVt H“ 

stets lösbar sind. Dazu genügt es, wenn 

(17) Ag = (ß'^i ganzzahüg) 

die Relation ist, ^ 

+ Ä = U 

zu nehmen, also 93 = — zu setzen. 

In dem Falle, wo eine Relation (17) besteht, ist Wg ^ Lösung 
von ( 6 ), wenn % eine Lösung von (4) ist. Man setze nur % in (4) ein 
und multipliziere mit . 

Aus 
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und 

aber folgt daß 


■Pi 






= 


(18) 




der Gleichung (3) genügt In dem Falle wo man weder bei (4) noch bei 
(5) auf eme Relation stoßt ist 


(19) 


1 



eine Losung von (3) Daher werden die Losungen von (1) entweder 
durch 

i- 3- 

ul =0 

oder durch 

«i* —' Wg = C 

in einer genügend Meinen Umgebung von = AJg = 0 daxgestellt 
Alles kommt also nun schließhch auf den Nachweis an daß die 
Reihen auf die wir geführt wurden m einer gewissen Umgebung von 
= ^Tg = 0 gleichmäßig konvergieren 

Ich gebe zunächst noch einmal den zu beweisenden Konvergenz 
satz an 

Es werden Zahlen ^ rekurrent aus den Gleichungen 

^k)Cy y =R^y -\-(p {V^ + O'g ^ 2) 

bestimmt Dabei smd die R ^ bekannte ganze rationale Funktionen 
der Cf, f, und + /^g < + Vg und v ist eine m der 

Umgebung von Xi = =0 gleichmäßig konvergente Reihe über 

deren Bestimmung vorhm das Nähere gesagt wurde k ist 1 oder 2 
Es gibt eme oder kerne Wahl der so daß 

XyV’i + ^2^'a - = 0 

ist Wird das aber Null so wird auch die rechte Seite von (20) Null 
und wir setzen C ^ = 0 Zu zeigen ist daß 

4" ^ Uy y X'^Xq 

V +r =2 

m der Umgebung von ati = iVg = 0 gleichmäßig konvergiert 
Besteht kerne Relation 


VgAg — 0 

so gibt es eme Zahl e > 0 so daß 


( 21 ) 


^ 1-^1 4 ~ ^ 2 ^ — 
4* »'s 1 


> e > 0 
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für Vi + v^'^ 2. Schreibt man nämlich diesen Ausdruck in der Form 

“l" ^2^2 _ A]fc 

_ Vi + »2 ^'i + 


Vi-bVa 

SO sieht man, daß der Punkt a der komplexen Ebene für wachsende 
sich unbegrenzt einem Punkt der Strecke nähert, die Ai mit 
verbindet, und die also der eingangs genannten Halbebene angehört. 
Da aber der Zähler nie verschwindet, so folgt daraus die Existenz von e. 
Besteht aber eine Relation 


Vi^i + V2X2 — XjQ — 0 , 

bei der ist, so güt ( 21 ) für alle + Vg > - 

Zum Konvergenzbeweis bedienen wir uns der sogenannten Ma¬ 
jorantenmethode, indem wir die mit gewissen Zahlen 

vergleichen, die wir jetzt erklären wollen. Wir betrachten die Funk¬ 
tionen P* und P^, die aus Pi und Pg dadurch hervorgehen, daß man 
jeden Koeffizienten durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Die Py,y, 
seien aus den und den Koeffizienten der P* und P* ebenso 

gebildet, wie Ry^y^ aus den und den Koeffizienten der Pi und 

Pg. Für Vi -f ^2 ^ setze man 

= 1 Cyjv, 1 

und iijix Vi + V 2 > bestimme man die C* y, rekurrent aus 
(22) ß(^l "1" ^2 — 1) — Rviv% “f“ 1 1* 


Dann ist 

^ViV2 ^ 

Wir betrachten dann die Reihe 


-'nvil* 


p* == 4“ 2 

rx + VB — 2 

setzen «ßj“, für die Potenzreihen mit Koeffizienten, die absolute 
Beträge der Koeffizienten von und Sß, sind, und haben dann analog 
zu (10') die formal richtige Gleidiung 

(23) = i 

Formal richtig, d. h. die Koeffizienten gleicher xl^xl* auf beiden Seiten 
stimmen überein. Die Relation (22) ist die Grundlage der Konvergenz¬ 
betrachtungen. Es mögen und ^2 sowie 9 ? für I % | ^ 1 ^ 2 1 ^ ^ 

absolut konvergieren. Dann sei eine reelle Variable. Ich 

schreibe 

V,+ n«-2 
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setze dann und untersuche 

V -\-v =e+i 

Wegen (22) ist für g ^ und = g + 1 

QS ^C* = y + r I 'h V2 = Q ^ 

Nach (23) aber ist^ für positive Xy^ x^ 

^ ^ 

Also wird insbesondere für Xi = X 2 =^r 

Nun sei für Xy^^ X 2 =r 

Dann findet man durch Differenzieren weil alle Koeffizienten von F 
positiv smd 

\ dXj, X r (^ — 1 2) 


Dann ist 


Daher wird 


V TP^f Mq Q 

^ r < 


+ «e + i 


r* ^ 2ArAfj , 9 

^ < r^+T +-^+-1- 


1 + y =e + i 


wenn unter ® eine geeignete positive Zahl verstanden wird 
So wird 




2 Ar , <p 


Ct)„ =- 1 _ 

^ r e ' M 

gesetzt ist und 0 ^ i ^ f ist Für t — r folgt 
Mg + i < Jf^(l 4-ß)j) 

Weiter wird 

O^-Fe+2—i^^+i < (^)®^^Afe+i<«e + i <o>6-^i(l + 

Für t —y wird 

_ ■^e+2<(l + <0e)(l + a)g + i)Jlfg 

Wf+i bedeutet die Glieder (g -{" 1) ter Ordnung von / 


Qf 
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Allgemein wird 

ö ^-^e + Ä + i ■—+ Ä ö)g-|.ft+i (1 + ct)g+fc) (1 + cog) 

^Q + k + i < (1 + (Og) (1 + ^e + i) (1 + c^e + ft + i) 

Also sind für = AJg = Jf die Glieder der Reihe 
Ft +{F*^^^Ft) 
kleiner als die Glieder der Reihe 


Der Quotient zweier auieinanderfolgender Glieder ist 


11 t ,, ^0)^ + l+l t 


Für k-*-oo aber konvergiert Wg+j, gegen ^ Daher konvergiert unsere 
Reihe sobald 


t< 


1 + 


2M 
r e 


ist Die Reihe 


Xji -l“ ^ Cv v,X^‘X^ 
Vi 4- r« «■ 2 


konvergiert also absolut nnd gleichmäßig, solange 


l*xl<~2l? l*al< 2M 

J . 1 -~— 

‘re re 

bleiben 

Man kann diese Betrachtungen auch auf Systeme ausdehnen Man 
vgl dazu Lindelöf ^ Wir haben uns im vorstehenden im wesenthchen 
an diese Arbeit angeschlossen 


1 Sur la forme des integrales des equaüons differentielles au voisinage des 
pomts singuliers Acta soc Sc Fenn Bd 22 1897 



Zweiter Abschnitt 


Gewöhnliche Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

I Kapitel 

Die Existenz der Losungen 

§ 1 Die Methode der sukzessiven Approximationen 

Schon S 36 wurde gezeigt wie man die Differentialgkichung 

(1) y' =f(x y y) 

als System schreiben kann Setzt man y' = z so ist (1) äquivalent 
mit dem System 

y = z 

( 2 ) ^ 

!i' = f(x y z) 

Der S 34/36 angeführte Existenzsatz liefert dann m Anwendung 
auf (2) folgenden Existenzsatz für (1) 

In einem Bereich B \x-Xn\<a \y-y^\<-b \z-y>^\<csei 
i{x y z) eine stetige Funktion Es gebe ein M so daß in B 

(3) \f{x y^ Zi)—/(x yj h\<M{\yi~ya\ + (h- -^ 2 )} 

Ferner sei^ m B 

(^) I / (^ y I < M & > a M 

Dann gibt es genau &ine samt i,hrer ersten Abl&itung %n \ x — Xq \ a 
steUge Funkhon y [x) für ä/ie 

y(^o) = yo y (^o) = yo 
%st 

Man kann geometnsch den Sachverhalt auch so aussprechen Ein 
gewisser Bereich der x y Ebene ist vorgelegt jedem Punkt smd gc 
wisse zulässige Tangenten zugeordnet Das Wertetnpel * y y', wo 
^ y Bereichpunkt y' emer zulässigen Tangente m diesem 

1 Die Annahme (3) entfällt wieder wenn S so erklärt ist | ;i - r„ | < « « 



§2. Geometrische Veranschaulichung. 


141 


Punkt zugekören, werde als Koordinatentripel eines Punktes des drei¬ 
dimensionalen Bereiches aufgefaßt. Diese Punkte machen einen Be¬ 
reich aus, in dem f{x,y,y') eindeutig tmd stetig erklärt ist und stetige 

Ableitungen ^ besitzt. Dann geht durch jeden Bereichpunkt der 

x-y-Ebene in jeder zulässigen Richtung genau eine Lösung. 

Auch die früher bewiesenen Sätze über die stetige Abhängigkeit 
der Lösungen von den Anfangsbedingungen und vom Parameter lassen 
sich ohne weiteres übertragen. 


§ 2. Geometrische Veranschaulichung. 

Ähnlich wie Differentialgleichimgen erster Ordnung kann <man 
auch Differentialgleichungen zweiter Ordnung geometrisch veranschau¬ 
lichen. Jeder Gleichung zweiter Ordnung entspricht ein Krümmungs¬ 
feld. Denn die Gleichung ordnet jedem Linienelement x,y,y' den 
Wert f{x,y,y') für die zweite Ableitung y" zu. Dadurch ist aber der 
Krümmungskreis der Integralkurve bestimmt. Die Differentialgeometrie 
lehrt ja, daß 




v^y + 


14./2 

y" - 

14./2 


den Krümmiingsradius und den Elrümmungsmittelpiinkt festlegen. Man 
kann sich hiernach näherungsweise die Konstruktion einer Integralkurve 
so denken: Man fixiere zunächst das Anfangselement, also Anfangs¬ 
punkt und Anfangsrichtung. Alsdann bestimme man den zugehörigen 
Rrümmungskreis und gehe auf demselben ein Stück weiter. Man halte 
an und bestimme zu der letzten Kreisrichtung den neuen zugehörigen 
Buhmmungskreis und gehe auf diesem ein Stück weiter usw. 

Man hat also nun nicht mehr nur eine Anfangsbedingung nötig, um 
eine Lösung festzulegen, sondern deren zwei. Es genügt nicht, den 
Anfangspunkt zu kennen, es muß auch die Anfangsrichtung in diesem 
Punkt gegeben sein, um die Lösung festzulegen. Die Lösungen bUden 
also eine zweiparametrige Schar von Kurven. Als Parameter können 
die zu einer bestimmten Abszisse x gehörigen Ordinaten und ersten 
Ableitungen angesehen werden. 

Man überzeugt sich leicht, daß auch umgekehrt jede zweipara¬ 
metrige Kurvenschar unter den nötigen Differenzierbarkeitsbedingungen 
als Lösungsschar einer Differentialgleichung 2. Ordnung aufgefaßt wer¬ 
den kann. Denn aus der Schargleichung 

(p{x,y,a,b)^0 
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II 1 Die Existenz der Losungen 


lind den abgeleiteten Gleichungen 

9 =’»+ fvy =0 
?xa + 2 y“ + = 0 

■wird man im aUgememen a und b ehminieren können und dadurch 
eme Differentialgleichung 2 Ordnung erhalten 

Eine hübsche Bemerkung ist es daß man die vorhin gegebene 
geometrische Deutung manchmal zur vollen Integration emer Diffe 
rentialgleichung ausbeuten kann Ich will das am Beispiel 

-u" = 9 (1 +y'‘) [^y' — y) 

^ ** + yi“ 

kurz darlegen Man findet für den zum Lmienelement Xg yg y'g ge 
bongen Krummungsmittelpuiikt die Koordinaten 

t _ M —y!)yo —a^oyn 
2(^oyo -yo) 

—yj + a^pypy^ 

^ 2Kyo'-yo) 

Für variables y^ hat man hier bei festem Xg y^ den Ort der Krummungs- 
mittelpunkte aller zum Punkt Xg yg gehörigen Lmienelemente Es ist 
die gerade Linie 

2€xg + 2rjyg = rg yi 

Sie ist die Mittelsenkrechte der Strecke vom Ursprung nach dem Punkt 
Xg yg Daher smd die Krummungskreise die Kreise durch den Ur 
Sprung und durch Xg yg Da für jedes Lmienelement emes solchen 
Kreises die gleiche Konstruktion gilt so besteht er aus lauter Krum 
mungselementen der Differentialgleichung, und daher ist jeder dieser 
Kreise eme Integralkurve So erkennt man daß die Integralkurven 
aus der Gesamtheit der Kreise durch den Ursprung bestehen Ihre 
Gleichung ist 

{x — «)a ->r{y — by = «a -f- &2 

Man venfiziert leicht nachtragheh durch Rechnung die Richtigkeit 
dieses Resultates 

Nun zu den Systemen von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten 
Funktionen Seien also die rechten Seiten des Systems 

-^ = 9{xyz) 

m emem Bereich eindeuüg steüg und steüg differenzierbar erklärt 
Jedem Punkt ist dann eme Gerade zugeordnet imd die Integrale smd 
geometrisch als Raumkurven zu deuten die in jedem Punkt die dort 
vorgeschnebene Gerade berühren Die Grund und Aufnßmethode der 
darstellenden Geometne gibt leicht die Mittel zur naEenmgsweisen 
Konstruktion der Integralkurven an die Hand Man geht vom An 
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fangspunkt aus ein Stückchen auf der dort vorgeschriebenen Geraden 
weiter, im so erreichten Punkt geht man zu der dort vorgeschriebenen 
Tangente über und verfolgt sie ein Stückchen usw. 

Will man im Reellen — nur davon ist bei diesen Konstruktionen 


die Rede — die Genauigkeit dieser Näherungen prüfen, so muß man 
sich wieder an die Darlegungen des vorigen Paragraphen erinnern. 
Denn betrachten wir z. B. noch einmal die Gleichungen 2. Ordnung. 
Unsere Näherungsmethode läuft dann darauf hinaus, längs der ein¬ 
zelnen Klreisbogen des zur Näherung benutzten Kreisbogenpolygons 
y* * konstant zu nehmen. Kennt man also die Schwankung von 
längs des Polygons, so läuft unsere Näherung darauf hinaus, das ge¬ 


gebene System 


dz 

dx 


fix.y.z). 



durch ein System 

■^ = f{x,y.z) + A[x,y,z), 



zu ersetzen, in dem A[x,y,z) dem Betrag nach nicht größer ist als 
die erwähnte Maximalschwankung. Daher kann man wie S. 39 ff. an Hand 
der Methode der sukzessiven Approximationen die Güte der Näherung 
abschätzen. 

Ähnlich kann man bei der für Systeme angegebenen Näherung 
Vorgehen. Hier sind die Näherungen geradlinige Polygone des x-y-z- 
Raumes und längs jeder Polygonseite nehmen wir statt des vorgesclirie- 

dy 

benen Feldes die durch die Polygonseiten bestimmten Konstanten -^ 
dz 

imd . Für das Näherungsfeld gilt also 

^=<p{x,y,z)-^A[x,y,z), 




Hier können A und B dem Betrag nach die Schwankung der Funk¬ 
tionen 9 ? und yj längs der Seiten des Näherungspolygons nicht über¬ 
treffen. Damit werden die früheren Methoden wieder anwendbar, um 
den Unterschied zwischen Lösung und Näherung abzuschätzen. 


II. Kapitel. 

Elementare Integrationsmethoden. 

§ 1. Einige Typen von Differentialgleichungen. 

Bei der Gleichung 
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ermöglicht ein klemer Kunstgriff lacht die Integration Multipliziert 
man nämlich die Glachung mit y' so hat man 

y'y" = y fiy) 

Integriert man beide Seiten nach x so ahalt man 

Jy * = / f{y)^y+^ 

und das ist dann eme durch Trennung da Variablen zu behandelnde 
Diffaentialgleichung 1 Ordnung 
Auch 

( 1 ) y' = /(y) 

laßt sich elementar mtegneren Man fuhrt y = ^ als neue unbekannte 
Funktion em und reduziert damit die Gleichung auf eine da 1 Ordnung 

Das hefert sofort 

Um nun aber weiter zu integrieren, mußte man erst nach p auflosen 
Daher ist es besser p als Parameter aufzufassen Dann hat man ]a 
durch (2) schon x in Parameterdarstellung Um das noch fehlende y zu 
bekommen geht man von 

dy _ dy dx _ 1 

dp dx dp ^ f{p) 

aus imd fmdet 

(3) 

(2) und (3) stellen wie man leicht verifiziert in jedem Stetigkeitsinta 
vah von f(j>) m dem f{p) ■+■ 0 ist eme Losung von (1) dar 

Auch die allgememaen Gleichungen 

f{x y y ) = 0 

waden durch die Emfuhrung von y' =f sofort auf Gleichungen 
1 Ordnung zuruckgefuhrt 

f{x p p) = 0 
An 

/ (y y y) = 0 

kommt man durch Vertauschung von x und y heran Dadurch wird 
die Gleichtmg zu 

>■)=« 

ein Typus von dem gerade die Rede war 
Bei 
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führt der Ansatz 



zum Ziel. Man hat dann 

y' = uy, 

y" == wy'+ m' y = «'y + M* y • 

Trägt man dies in die Gleichung ein, so wird sie 

/ (x, u,u^ + u') — 0. 

Diese letzte Gleichung zusammen mit 

y' =Z uy 

ist mit der gegebenen Gleichung gleichwertig. 

§ 2. Die Differentialgleichung der Kettenlinie. 

Diese Differentialgleichung gehört zwar zu den schon im vorigen 
Paragraphen behandelten Typen. Wir woUen aber ^ ihrem Beispiel 
erkennen, daß es häufig schwieriger ist, die Integrationskonstanten so 
zu bestimmen, daß den gegebenen Anfangsbedingungen genügt wird, 
als alle Lösungen der Differentialgleichung zu finden. Gerade solche 
Fragen stehen bei den Gleichungen zweiter Ordnung im Vordergrund 
des Interesses. Es ist nur ein ganz spezieller Fall der Randwertauf¬ 
gaben, d. i. der Bestimmung der Integrationskonstanten aus gege¬ 
benen Bedingungen, wenn man diejenige Lösung verlangt, welche 
jQr ^ den Wert und deren Ableitung daselbst den Wert yj 
anniromt. Bei der Aufgabe der Kettenlinie handelt es sich darum, 
die Gestalt eines Seiles von gegeben Länge zu bestimmen, d^ zwischen 
zwei gegebenen Punkten aufgespannt ist. In mathematischer For¬ 
mulierung besagt dies; man soll diejenige Lösung von 

y» =Ayi +y'"* 

finden^, welche für z = «o Wert yo z = »i den Wert y^ 

hat und deren zwischen diesen beiden Punkten (*o>3'o) 
gelegener Bogen die Länge L hat. Es scheint auffällig, daß man drei 
Bedingungen an die zwei Integrationskonstanten stellen kann. Man 
sollte meinen, daß die beiden Bedingungen, die darin liegen, daß die 
Kettenlinie durch zwei gegebene Pimkte gehen soll, schon zur Be¬ 
stimmung der beiden Integrationskonstanten ausreichten. Wie sich 
dieser scheinbare Widerspruch aufklärt, wird sich bald zeigen*. Trägt 
man y' ^ p ixi die Gleichung ein, so hat man 


1 A ist eine Konstante. 

* Es liegt daran, daß A auch von der Länge L der Kette abhängt. 

Bisbsrbach, Differentialg^leichangen. S.Aufl. 
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ZU integrieren Das liefert^ 

X = ©tn ^ + Äi 

Daraus folgt 

y =zp = @tn {X — Äi) A 

Nochmalige Integration liefert 

y = (a; — Äi) A + Äg 

Nun wird die Lange des Kettenhnienstuckes zwischen Xq und 

X X 

I = Jyr+y* = yJy = y (@m (%- Al) X - ©tn {x ^- Ä,) 1) 

a; a; 

= |.^f«±£|Zi2A a) 

Also haben wir die Bedmgung 

(1) L- lEol(i+yili. a) ®mi) 

Ferner aber haben wir die beiden Randbedingungen für Intervall 
anfang und ende 

3^0 “ 6^of {xq Äj) A + ^2 
= -^ Eof (% — Äjl) A + ^2 

^ Dabei ist in bekannter Weise der hyperbolische Kosinus durch 

^0 I ■ 0~“tO 

gof X =- - - = costx (i _ y-ZT) 

der hyiierbolische Sinus durch 

©tti X = -—— = — z 9 in 2 a? 

2 

erklärt Daraus ergibt sich 

d ßlof ^ ^ j, d (Sin X _ , 

—y-*— = ©in iv und — -= a 

dx dx ' 

und 

e:op;^-©in2;r=:l 

Die Umkehrungsfunktionen sind 

%c X und SIx ©in x 

Für sie fmdet man in bekannter Weise 

d %x ßlof X 1 . d%x ©in x 1 

- —===- und -- — ..... - 

dx yAr2-i dx yr+irii 

Mit Hilfe der oben angegebenen Beziehungen zu den trigonometrischen Funk 
tionen lassen sich leicht die gomometnschen Formeln übertragen die wir im 
Text zum Teil benutzen werden 
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Subtraktion beider liefert 


( 2 ) 


2 (X. 

yi — yo = - j [- 


+ afi — 2 




Die beiden Bedingungen (1) und (2) müßten also für die eine Inte¬ 
grationskonstante hl bestehen. Es erscheint ausgeschlossen, daß man 
diesen beiden Forderungen gemäß wählen kann. Vielmehr muß man 
auch noch den Koeffizienten A der Differentialgleichung als unbestimmt 
ansehen. Dann wird sich zeigen, daß man imdA so wählen kann, 
daß die beiden Gleichungen (1) und (2) erfüllt sind. Das hat physi¬ 
kalisch ei ne n wohl bestimmten Sinn, denn der Koeffizient A ist gleich 
dem Quotienten aus dem Gewicht der Ketteneinheit und der Horizontal¬ 
komponente der Kettenspannung. Diese letztere hän^ aber von der 
Kettenlänge, und damit von den Randbeding\mgen ab in einer Art und 
Weise, die eben erst nach Integration der Differentialgleichung in der 
nun gleich anzugebenden Weise ausfindig gemacht werden kann. Ich 
eliminiere zunächst h^ aus ( 1 ) und ( 2 ), indem ich beide quadriere und 
subtrahiere. Das liefert 


oder 





Setze ich 


= f und 

2 


- yp)" 
H — »0 


a, 


so habe ich die Gleichung 

f 

I aufzulösen. Das liefert mix den Wert vonA. Die Auflösung 
geschieht graphisch oder mit Hüfe einer hyperboüschen SinustafeD. 

Man sieht sofort, daß das wegen > Xq und nach der phpika- 
lischen Bedeutung von A notwendig positive f durch a eindeutig be^ 
stimmt ist. Somit ist auch der Parameter A durch die Seillänge und die 
Intervallänge eindeutig festgelegt. Kennt man erst einmal A, so bietet 
ersichtlich die Bestimmung zunächst von aus (2) und dann von 
K mit Hüfe von Tafeln keine wesentlichen Schwierigkeiten. Es mag 
auffaUen, daß nur für a > 1 sich Gerade 77 = oc? und Sinuskurve 
rj = ©inf außerhalb des Nullpunktes schneiden, denn diese geht unter 
45 Grad durch den NuUpunkt. Der innere Grund hierfür hegt dann, 
daß doch sicher die Seülänge größer sein muß als der Abstand der 

1 Z. B. Jahnke-Emde: Funktionentafelii mit Formeln und Kurven. Leipzig 
1909 . 


10* 
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beiden durch das Seil zu verbindenden Punkte Der Quotient beider 
Langen ist aber gerade a 

Man uberzeugt sich ubngens leicht durch geometnsche Bttrach 
tungen daß für jeden Wert des Parameters A genau eine Kettcnlinic 
von passender Lange durch die beiden gegebenen Punkte geht Denn 
alle Kettenhnien gehen wie em Bhck auf ihre Gleichung zeigt bei 
festem A durch Parallelverschiebungen auseinander hervor Man erhalt 
also alle Losungen durch emen der beiden Punkte wenn man eine 
Kettenhnie an diesem Punkt entlang schiebt Dann nimmt sie aber cm 
emziges Mal eine Lage an bei der sie auch durch den anderen Punkt 
geht 


§ 3 Lineare Differentialgleichungen 

1 Existenzsatz Eme hneare gewöhnliche Differentialgleichung zwe i 
ter Ordnung hat die Form 

(1) Po {x)y' + Pi (x)y + Pi {x)y + Pi (x) = 0 

S:e heißt mhomogen wenn pi{x) nicht für alle in Betracht gezogenen x 
verschwindet Sie heißt homogen wenn pi{x) identisch Null ist Eme 
homogene Gleichung hat also die Form 

( 2 ) Po{x)y +Pi(x)y +pi(x)y = 0 

Wir setzen voraus daß die Funktionen p^{x) in emem Intervall 
x^b stetig seien und daß m diesem Intervall pf,{x) überdies 
nirgends verschwinde Dann ist der Extstenzsatz von § 1 anwendbar 
Die dort vorgetragene Methode lehrt daß es genau eine Losung von ( 1 ) 
gibt dte an etnev Stelle x^ des Intervalles &inen gegebenen TVert y^ und 
deren Ableitung daselbst einen gegebenen Wert y^ hat Überdies ist diese 
Losung samt ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung im ganzen 
Intervall stetig 

2 Die Gesamtheit der Losungen Sind y^ix) und y^lx) irgend zwei 
Losungen einer linearen homogenen Differentialgleichung ( 2 ) und sind 

und Ci zwei Konstanten so ist auch 

y = <^iyi{x) + Ciy^ix) 

eine Losung von ( 2 ) 

Setzt man namheh zur Abkürzung 

^{y)^Poy +Pxy+Piy 

SO ist 

(y) = + C2L{y^ 

me man sofort nachrechnet Aus X (yj = i = o folgt daher 
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3. Linear abhängig und linear unabhängig. Zwei Lösungen yi und 
von (2) heißen linear abhängig, wenn man die beiden Konstanten 
Cj und ^2 so wählen kann, daß 

(4) + Cgyj = 0 

ist für alle x, ohne daß und C 2 beide verschwinden. Gibt es kein solches 
Konstantenpaar, so heißen die Lösungen linsdY untibhäfigig- Sind zwei 
Lösungen linear abhängig, so folgt aus (4), daß ihr Quotient konstant 
ist. Dann ist mit (4) auch 

(5) c^y[ + C2y'2 = 0 

erfüllt, ohne daß c, und beide verschwinden. Daher ist die. Deter¬ 
minante beider Gleichungen (4) und (5) Null. D. h. es ist für zwei linear 
abhängige Lösungen 

(6) yi3'2 —y23'i = 0 

für alle a:. Umgekehrt folgt aus (6), daß y^ und y^ linear abhängig sind. 
Ist yi=0 für alle x, so ist dies gewiß richtig, da dann 

-f Oya = 0 

ist für beliebige Cj. Ist y, nicht für alle x NuU, so ist z. B. 

y, (« 0 ) + 0. 

Dann setze man an 

(7) = (*) + <*(*)• 

Trägt man dies in (6) ein, so folgt 

( 8 ) y^i'— d,y'i = 0, 

also eine lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung für d. 
Da nun aber d{x^ =0 ist, so ist i =0 für alle «. Denn (8) besitzt 
nur diese eine Lösung, die für x = x^ den gegebenen Wert 0 hat. Aus 

(7) folgt also 

für alle x. Daher sind yi und y^ linear abhängig. 

(6) stellt also die notwendige und hinreichende Bedingung für die 
lineare Abhängigkeit zweier Lösungen von (2) dar. 

Ist y-i irgendeine Lösung von (2), so ist jedes Midtiplum von 
linear abhängig von y^. Ist nämlich 

y^^cy^ (c konstant) 

ein solches Multiplum, so ist 

y2 — oy^^O 

für alle x. 
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Ist festgelegt durch (Xq) =0 jy' (^o) = 1 3^2 di^rch 

3 ' 2 W =1 3 ' 2 W =0 so ist 

3^1 (^o) 3^2 (^o) 3^2 (^o) 3^1 W ~ 1 

Also sind yi(^) und y^ix) hnear unabhängig 

Ist (6) nur an einer einzigen Stelle erfüllt so ist es für alle x erfüllt 
und die Losungen y^und y^ sind linear ahhangig Geht man namhch von 

PoVi +i5>iyi +A3 'i=0 

^ 0^2 + Piy^ + = 0 

aus und multiphziert die erste Gleichung mit — y^ die zweite mit y^ 
und addiert so kommt 

A(““ ^1^2 + ^ 2 ^ 1 ) yiV2 i" yiy2) = ^ 

d h 

( 9 ) h ^ (yiy2 ~ y^Vi) + A {yiy2—y2yi) = o 

Das ist aber eine Imeare homogene Differentialgleichung für die linke 
Seite von ( 6 ) und daraus folgt nach emer schon einmal benutzten 
Schlußweise unsere Behauptung 

4 Je drei Losungen von ( 2 ) sind linear abhängig D h Sind yi{x) 
3^2 W 3^3 W drei Losungen von ( 2 ) so gibt es drei Zahlen c die 
nicht aUe verschwinden derart daß 


^ , „ ^ 1^1 + ^ 2^2 + ^ 3^8 = ö 

ist für alle x 

Sind y^ und jyg Imear abhängig also z B 

+ ^ 2^2 = 0 

für alle x ohne daß und Cg beide verschwinden so ist 
^ 1^1 + c ys + Oyg = 0 

also unsere Angabe richtig Sie bleibt für den Fall zu beweisen daß 
und y^ Imear unabhängig sind Alsdann greife man eine beliebige 
Stelle :^;o heraus und bestimme die Zahlen und c« so daß an dieser 
Stelle 

ysC^o) = ^iyi(^o) + ^ 2 y 2 (^o) 

iKstehtDaimut 


Vi = <^iyi + C 2 y 2 

eine Losrag von ( 2 ) die bei mit y, ubereinstunmt und dieselbe 
erste Ableitung wie hat Sie ist daher nach dem Existenzsat/ mit 
jVs identisch 

^ei Imear raabhangige Losungen und y, von ( 2 ) nennt man 
miFundamenialsystem von ( 2 ) Denn nach der eben bewiesenen Tat 
Sache kann man jede andere Losung von (2) gewinnen indem man 
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und mit passenden Konstanten multipliziert und die Ergeb¬ 
nisse addiert. Man bekommt also alle Lösungen durch lineare Kom¬ 
bination eines Fundamentalsystems. 

5. Reduktion auf Gleichungen erster Ordnung. Kenn^ man eine nicht 
identisch verschwindende Lösung von (2), so können alle Übrigen Lösungen 
von (2) durch Quadraturen gefunden werden. Ist y^ eine solche bekannte 
Lösung von (2), so gilt (9) für jede andere Lösung y^ von ( 2 ). Aus (9) 
aber folgt^ 

z 

(10) — y^y'■^ = C • exp (- (C konstant), 

a 

und dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für y^. 
Solchehaben wirS.il durch Quadraturen gelöst. 

6. Die adjungierte Differentialgleichung. Die Frage liegt hiernach 
nahe, ob man nicht in gewissen Fällen eine solche Lösung leicht finden 
kann. Dies ist z. B. dann der Fall, wenn die linke Seite von (2) die Ab¬ 
leitung eines Differentialausdruckes erster Ordnung ist. Ist z. B. 

(U) m-±{L,ly) 

SO folgt aus 

l(y)=o, 

daß 

Lj (y) = konst., 

d. i. eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung für jedes y. 
Je nach Wahl der Konstanten hekomnat man alle y heraus. 

Ist (11) nicht unmittelbar erfüllt, so kommt man zum gleichen 
Ziel, wenn man eine Funktion z{x) kennt, für die 

zL{y)==^{L,(y)) 

ist, wo Li{y) wieder ein Differentialausdruck erster Ordnung ist. Die 
Bestimmung einer solchen Funktion z{x) gelingt manchmal auf Grund 
der LAGRANGEschen Identität, wonach 

zL{y)-yL (z) = ^ (y'poz - (^oz) 'y + yzA) 

ist, wenn man 

(12) L(z) = {poz) — M + Az 

setzt. (12) heißt der zu L (z) adjungierte Differentialausdruck. Wählt man z 
so, L («) = 0 ist, so wirdz -L (y) die erste Ableitung eines DifierentM- 
ausdrucks erster Ordnung. Unter Umständen kann es ja leicht sein. 


1 exp W — 
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eine Losung von L{z) == 0 anzugeben Es kommt aber auch vor daß 
L ( 2 :) mit L [z) identisch ist Man nennt dann L [z) einen selbstadjung%erten 
Differentialausdxuck In diesem Falle kommt man wieder auf das zu 
ruck was weiter oben über den Nutzen gesagt war den man aus der 
Kenntms einer speziellen Losung von L (y) = 0 ziehen kann 
Damit — 

L{z)^L{z) 

ist muß __ 

L{z) =PaZ + /(2i>i - A) + -P'i+K) 

mit 

L(z)=Po 2 +zpi + zpg 

identisch sein Dafür ist notwendig und hinreichend daß A = Po 
Also ist 

der aJlgemeinste selbstadjungierte Differentialausdruck (zweiter Ord- 
nims) Für einen selbstadjungierten Differentialausdruck wird 

(13) zL\y) —yL{z) = ^ (p^ (zy — y/)) 

Man nennt dies wieder die Identität von Lagrakge 

7 Die inhomogene Gleichung Die Integration der inhomogenen Glei 
chung ( 1 ) kann durch die Methode der Variation der Konstanten auf 
die der homogenen ( 2 ) reduziert werden Ist y^ [x) y^{x) ein Fundamc ntal- 
system von ( 2 ) so gehe man mit dem Ansatz 

(^^) y = <^xix)yj^{x) + c^[x)y^{x) 

m die Gleichung (1) hmem Man hat 

(^®) y = CxA + C2A 

wenn man 

(^®) ciyi + c 2 ys( = 0 

setzt Dann wird aus (15) 

y'=hy{+c^y'^-p^{x) 

wenn man 

(^®) yi + ^2^2+A (*) = 0 

(1) erfüllt 

"^on ( 1 ) ist also darauf zuruckgefuhrt (x) und c. ix) 
aus (16) und (18) zu ermitteln Dies liefert ^ 


.M=/ 

.W=J; 


‘ Pi(S)yA^)dS ,, , , ^ , 

Vi (f) Vt (?) - Vi (?) vi (?) + A — »1 [x) + A 

L A(?)yi(?)d? , . , , , , , 

Vt (?) Vi (?) - yi (?) ya (?) + A — »2 (*) + K 
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WO und h 2 zwei willkürliche Konstanten sind. Somit ist 


y = d,i {x)yi{x) + [x)y^ {x) + h^yj^ (x) + h^y-i {x) 


die allgemeinste Lösung von (2). 

8. Konstante Koeffizienten. Bei linearen Differentialgleichungen (2) 
mit konstanten Koeffizienten reicht das bisher Vorgetragene aus, um 
durch elementare Rechnung alle Integrale zu finden. Sei 

(19) y* + a^y + a^y = 0 

die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Der Ansatz 


y == 

führt auf die quadratische Gleichung 

(20) + a-^r + Äg = 0. 

Hat dieselbe zwei verschiedene Wurzeln und rg, so sind 


( 21 ) 

zwei Lösungen von (19), die ein Fundamentalsystem bilden. Damit 
ist also 

(22) y = c^e^^^ + 

mit konstanten Cj. und Cg die allgemeinste Lösung. 

Sind ai und reelle Zahlen, so wird man Wert darauf legen, auch 
ein Fundamentalsystem aus reellen Lösimgen anzugeben. Sind und 
reell, so sind (21) dazu brauchbar. Anderenfalls sei 



= — 4 - — -2 — «1 • 


Dann bilden 

d.h. 




und 


2l 


< 5 '" 2 ^cos-y^Äg —Äf und e 2 ®sin|-y4ö^2 — 


ein reelles Fundamentalsystem. 

Hat aber (20) eine Doppelwurzeh so kennt man aus dem gemachten 
Ansatz erst eine Lösung 



Wir haben aber oben Methoden kennengelemt, hieraus alle anderen 
Lösungen zu ermitteln. Man findet in 
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eine weitere Losung so daß dann 


a ^ 

e ^ (^1 “1" ^2 


mit konstanten und die allgemeinste Losung wird Hierauf wird 
man ubngens auch durch einen Grenzubergang geführt Denn sind 
zunächst 

und + (5 


zwei verschiedene Losungen von (20) so ist stets 


(23) 


^(r +d)x _ / « 

d 


eine Losung von (19) Laßt man d 0 streben so wird aus (19) eine 
Differentialgleichung deren charakter^sUsche Gleichung (20) eine Doppel¬ 
wurzel hat und aus (23) erhalt man in 


xe^^ = xe 2 

eine Losung von (19) 

9 Em Beispiel Von Interesse ist folgende spezielle Differential¬ 
gleichung 

y' + = fl^cosJ a; {X a h sind konstant) 

Statt der Durchführung der eben dargelegten allgemeinen Methode 
erweist sich hier der Ansatz 

y = ß acos hx 

mit konstantem ß als zweckmäßiger Er fuhrt zu der Bedmgungs 
gleichung 

- ßb^ + Xß=l 

für ß so wird 

Ct T 

y == Y zi bz ^ ^ 

eine Losung der inhomogenen Gleichung Man kann aber dann leicht 
alle angeben wenn man nur beachtet daß die Zufugung irgendeiner 
Losung der homogenen Gleichung stets eme neue Losung der inhomo¬ 
genen Gleichung hefert und daß die Differenz zweier Losungen der 
inhomogenen Gleichung stets eme Losimg der homogenen ergibt Da 
her ist 

y = cos fXx + Ajsm iJx 

das ahgememe Integral unserer Gleichung Dies Verfahren versagt 
nur wenn A = 5* wud Aber man kann dann durch Grenzubergang 
leicht eme Losung der mhomogenen Gleichung finden Jedenfalls ist 
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nämlich stets 

A cos hx — cos IjXx 

r+yx fx-h 

eine Lösung der inhomogenen Gleichung, solange noch yA + ö ist. 
Macht man aber hier den Grenzübergang & yX, so erhält man 

^ • ./T 

—^xsm VAX, 

und das erweist sich tatsächlich als eine Lösung der inhomogenen 
Gleichung 

y" + A y = cos y A a; . 

10. Zusatz, Nahe verwandt mit den Gleichungen mit konstanten 
Koeffizienten sind die Gleichungen 

y" + -7y' + iy = o. 

g und h sind dabei wieder konstant. Man kann sie durch die Substi¬ 
tution 

X — e* 

auf Gleichungen mit konstanten Koeffizienten zurückführen. Darin 
liegt schon, daß der Ansatz 

y — x^ 

zum Ziel führen muß. Er führt ja in der Tat auf die Bedingungsgleichung 
(25) ö (ö — + Ä = 

Hat die Gleichung (26) zwei verschiedene Wurzeln und so sind 

und 3^2 = 

Lösungen, die ein Fundamentalsystem bilden. 

Hat die Gleichung (25) aber zwei gleiche Wurzeln, so sind 

l-Ä Izl 

2 2 

= X und y^ = x log x 

Lösungen, die ein Fundamentalsystem bilden. 

11. Die RiccATische Gleichung. Wir hatten auf S. 26 die Riccati- 
sche Gleichung (1) der S. 25 durch die Substitution (3) in die lineare 
Gleichung (4) S. 26 übergeführt. Durch diese Substitution wird nun 
auch aus dein allgemeinen Integral der einen das allgemeine Inte^al 
der anderen, wobei noch ein konstanter Faktor der Lösungen der line¬ 
aren unerheblich bleibt. Wenn nun Mj und zwei Lösungen von (4) 
S. 26 sind, welche durch die Anfangsbedingungen {xg) —O.u^{Xg) = 1 , 
u,{Xg) =0 festgelegt sein mögen, so ist somit 

1 Cj “t“ ^2 

^ aa ^2 
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das allgemeine Integral dci RiccArischin (rUichung Insln sonclm ist 
also 

y ^ (‘o) «t I «' 

^ 0» yo«»(S)«l I «4 

dasjenige Integral weldu s bi i äj d< n Wi 1 1 yo lut I s h lugt ilso hm ii 
vonderlntegrationskonst inttnyoab Disl« duild gionu tiisdi <lil{ <1 1 
Doppelverhdltnis von irgend vier Losungen konstint ist Wtiin nun 
daher drei verschiedene Integrale Vi Vi Vjel‘i Difftientiilglue hung (1) 
von S 25 kennt so kann nim diese Diffeit nti ilgle uhung so se lue ibt n 

v' 1 V V \ 

Vl 1 ■vf, 

1 ^ a! I 

V, I V, V, 

Und daraus kann man e ntne hme n wie in in die Kim ffi/u nte n \ on (1) 
S 26 durch die drei Integrale yi,y^ darstellen kmn 

12 Nullstellen Wir wedlen lus eien illgemeinen bdt/en diese 
Paragraphen noch einige Folgerungen ziehen 

Etne jede wicht tdenitsch. verschwindende Lüsunfi von (i) InuU /te>t/is/<«s 
endlich viele Nullstellen in a h In e ine in Hilufungspunkt w’iie ehe 

losung samt ihrer ersten Ableitung Null Nuh dun 1 •^isten/sit/ wait 
daher die Losung identisch Null Für (1) gilt lutuilich un seile hei 
Satz nicht da man ja immer so walilen kimi diU Ihi fe it 
angenommenen^,,^! ji», eine ge ge bene, zweimal stetig eliffuui/iet 
bare Funktion (1) befriedigt 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen eintr losung Vi(i) 
von (2) hegt genau eine NuUstelU einer jidtn von Vi(a) hntar unahhan 
gigen Losung von (2) 

Sind f und »/ zwei aufeinanderfolgende Nullstellen von (2) so 
lehrt (10) daß 

y» ii) y'i (^) und y, (ri) y{ (tj) 

das gleiche Vorzeichen habend Da iber y[{S) und als Able itnnge n 
in zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen versehiedenes Vor/eielieii 
haben so haben auch y,(f) und y,(}j) verschiedeius Vorze lehe n Dahe r 
hegt zwischen f und rj mineiestens eine NuUstdle von y,($) lagen 
dazwischen mehrere, so läge zwischen je zwei derselben nieh der 
gleichen Schlußweise wieder mindestens eine von yi{x) Is wiren 
aber f und rj aufeinanderfolgende Nullstellen von yi{x) 


waren yj unel y, line ir ilihltiKiK Wftii 
yi (f) oder (fj) Null so w&rc yi{x) 0 
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III Kapitel 

Gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im reellen Gebiet 

§ 1 Randwertaufgaben 

1 Fragestellung Bisher hatten wir eine Losung meist durch ihren 
Wert und den Wert ihrer Ableitung an einer Stelle festgelegt Schon 
bei der Kettenlinie trat uns die Aufgabe entgegen eine Losung dadurch 
zu bestimmen daß für zwei Werte von x die Werte der Losung gegeben 
werden Da diese in dem von diesen beiden Stehen begrenzten Inter 
vall zu untersuchen ist und die Losung somit durch Bedmgungen an 
den Rändern des Intervalles festgelegt werden soll so sprechen wir von 
einer Randwertaufgabe Es gibt deren noch andere Es wird immer 
darauf ankommen durch zwei Bedingungen die beiden Integrations 
konstanten festzulegen Diese Bedingungen mögen durch zwei Glei 
chungen zwischen den Werten von y {x) und y' [x) an den Enden des 
Intervalles x x-y gehefert werden und zwar wollen wir uns 
auf den Fall beschränken daß eine Imeare Differentialgleichung 

(1) ^0 y' +Pxy + :^2 y + :^3 = 0 

vorgelegt ist in der j&o Pi Pi m ^ a; ^ & stetig sem nirgends 
verschwinden möge Zwei hneare Gleichungen mögen die Randbedin¬ 
gungen liefern Diese werden allgemein so aussehen 

^00 y + <=*^01 y + ^10 y y' (^) = ^ 

^ ^ <*00 y (^) ^01 y (^) “ 1 “ ^10 y (^) H" Y ( P ) ^ 

Wir teilen die Randwertaufgaben zunächst in homogene und inhomo¬ 
gene ein Bei den homogenen sind sowohl Differentialgleichung wie 
Randbedingungen homogen, d h es verschwinden sowohl m (1) wie 
m (2) die von den y freien Glieder so daß wie im vorigen Paragraphen 
eine Lösung nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt sein kann 
Die Randwertaufgabe die uns im vongen Paragraphen begegnete und 
die auch bei der Kettenlinie vorlag wollen wur die erste nennen Hier 
sind also an den Intervallenden die Werte der unbekannten Funktion 
vorgeschrieben Von der zweiten wollen wur reden wenn an Anfang 
und Ende der Wert der Ableitung gegeben ist Darüber hinaus gibt es 
noch mancherlei andere denen wir kerne besonderen Namen geben 
wollen Bei der ersten homogenen Randwertaufgabe liegt also eine 
Differentialgleichung 

(3) P^y' ^PiY + P^y^^ 
vor und es werden Losungen gesucht für die 

(4) y (a) = 0 y (6) == 0 
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foldS^ homogenen Randwertaufgabe wird statt ( 4 ) ge- 

y' (a) = 0 y ( 6 ) = 0 

gefmd® ° LiouviLLEschen Probleme 

j^{^o'^) + hy = o 

ZU finden wahrend 

(7) y i^) + ^2 y (ä) = 0 

^21 y (5) + «22 y (5) = 0 

vorgescbneben ist Diese Probleme werden uns auch in den folgenden 
Paxagraphen m erster Lmie beschäftigen loigenden 

etwL “oge an emigen Beispielen die Sachlage 

etwas geklart werden Betrachten wir z B die Differentialgleichung 

y"—y = 0 

Ihre allgememste Losung ist 

y = Cjß» + c^er'» 

werta^X"^ seS ^ 

Ci«“ + c^e-o = 0 

~t“ ^^2^^ = 0 

Die Detennmante des Gleichungssystems ist 

e®”® —. ß6-a 

Dies ist aber für ä + J me NuU Also muß = c. = 0 sein Die emzme 
Losung unseres Randwertproblemes ist die tnviale y = 0 Sollte dfs 

.eneAufgabezubehandem Betrach 

/'+y = o 

Die allgememste Losung ist 

y = Ci sm a; + Cjj cos * 

Nehmen wir das Intervall 

und studieren die erste Randwertaufgabe Es sei 


Die Determmante ist 


Ci sm a + Cj cos a = 0 
Ci sin 6 + Cg cos 5 = 0 

sm (a — b) 
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xmd dies wird Null wenn a — b undÄ ganzzahlig ist. Nehmen 
wir also z. B. ä = 0, o so haben wir in 


y ^ sin X 


eine nichttriviale Lösung der ersten Randwertaufgabe. Ebenso gibt es 
hier Lösungen jedesmal dann, wenn die IntervaUänge ein Vielfaches von 
TZ ist. Für 


wird 


V' + c^y 


y = sin cx 


eine Lösung der ersten Randwertaufgabe für das Intervall 


«TT 


Diese Beispiele mögen lehren, daß es lohnen mag, den Randwert¬ 
aufgaben etwas näher nachzugehen. 


8. Die Alternative. Ich beginne mit einer allgemeinen Beziehung zwi¬ 
schen homogenen und inhomogenen Randwertaufgaben, die in den 
linken Seiten von (1) und (3) übereinstimmen. Da güt der Satz: Die 
inhomogene Aufgabe ist stets dann lösbar, wenn die zugehörige homogene 
keine triviale, d. h. nicht identisch verschwindende Lösung besitzt. Ist 
aber die homogene lösbar, so besitzt eine zugehörige inhomogene nur dann 
Lösungen, wenn die rechten Seiten noch gewisse Zusatzbedingungen er¬ 
füllen, ist also im allgemeinen nicht lösbar. Diese Alternative erinnert 
an eine bekannte Alternative aus der Theorie der linearen algebraischen 
Gleichungen, und tatsächlich folgt auch unser Satz unmittelbar aus 
diesem algebraischen. Wenn nämlich und ein Fundamentalsystem 
der homogenen Gleichung (3) bilden, so ist nach S. 152/153 die allgemeine 
Lösung von (1) selbst durch 


( 8 ) 


.r 

y(*) =J 


yi(f)y^(f)-y.(^)yaf) 


(I) äS + Äiy, {x) 


a 


gegeben, während die allgemeinste Lösung der homogenen Gleichung (3) 
y{x)^Kyt{x) + h^y^{x) 

ist. Im homogenen Fall Uefem dann die Randbedingungen (2) mit 
^ s= ^4' = 0 für Al und A^ die beiden homogenen linearen Gleichungen 


(9) Äili'+ AaL^ = 0. 

Hierbei sind die linken Seiten von (2) abkürzend mit Li und Lj be¬ 
zeichnet, Wenn sie fm y^ y^ gebildet werden. Im inhomogenen Falle (1), 
(2) stehen auf der rechten Seite von (9) gemäß (8) statt 0 Ausdrücke, 
Al, Ä 2 nicht enthalten, sondern durch A, A', bestimmt sind. 
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Hiernach ist nach bekannten Eigenschaften der hnearen Gleichungen 
die Alternative sofort klar 

4 Explizite Losung Wir wollen nun noch im Sturm LiouviLLLschcn 
Fall die Randwertaufgabe im inhomogenen Fall explizite losen wof( rn 
die homogene Aufgabe Losungen nicht besitzt Wir beschränken uns 
dabei auf homogene Randbedingungen (7) 

Zunächst schreiben wir (8) etwas anders Nach S 151 ist 

r 

/ V 

_ ^ 

Im Sturm LiouviLLEschen Fall ist p-^ == p^^ also haben wir 

y-L (x) (x) - ya (x) (x) = C 

Tragt man hier x = a em so ward 

C = yi (a) (a) — y^ (a) yi (a) 

Also haben wir 

yi W y» M — ya (x) yi M («) 

J'iWj'sW —ya(«)y (fl) 

Nun wollen wir noch die in yi und willkurhchen konstintin bik 
toren so wählen daß 

^0 («) (yi («) ya {a) ~ ya («) ya («)) = 1 
ist Dann kann man (8) so schreiben 

X 

(8') y = J‘(yi(*)y2(l)-y2(*)yi(^))^8(^)^o(^)^l + AiyiW + Ä2y8W 

Nun woUen wir zur Randwertaufgabe ubergehen und annthmtn daß 
es kerne Losung von (6) gibt für die (7) gilt Dann soll die Randwert- 
aufgabe für 

<^(^»15) +^2y 4-^S = 0 />8S{=0 

gelost werden (8') ist die allgememe Losung Äj und \ sollen so bt- 
stunmt werden daß für (8') die (7) gelten Wir entscheiden uns zunächst 
für eme zweckmäßige Wahl des Fundamentalsystems Wir wählen 
namheh y^ so daß es bei x = a der Randbedingung (7) genügt und 
ya so daß es bei * = J die Randbedingung (7) befriedig Dann sind 
gewiß yi und y^ hnear unabhängig da doch für (6) die Randwertaufgabi 
nicht lösbar sem soll ^ 

Bestimmung von und hefern dann die Randbedingungen 
(7) die Gleichungen 

^2 (^11^2 W + ^12^2 (^)) = 0 

b 

i(^2i!Vi(^) + ^22!Vi(^)) + / + ^12yx(^))y2(f) “ 0 
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Also wird 

b 

a 

Die Losung der Randwertaufgabe (7) für (9) wird also 

X 

a 

= - / yi W y2(^) ^8(^) A(f) - / y* W yi tf) 

X a 

Wir setzen nun 


(10) yi(^)A(f) in 
= yi W ya(^) püii) in 

Diese Funktion heißt die Greenscäö Funkhon der Differentialglei¬ 
chung (6) für das Randwertproblem (7) Man kann die Losung von 
(9) (7) dann so schreiben 

(11) y{x) = -SG{x 


Die GREENsche Funktion ist in a'^x-^b stetig Sie ist 

symmetnsch D h es ist 

G{x |) = G(^ X), 

dG 

Wie man an (10) abliest Ihre erste Ableitung erleidet bei x 
einen Sprung Es ist namhch 


dG 


dx 


l:«»€ + 0 


dx 


= {- yl(f)ya(l) + yi(l)yaf)) ^o(f) = i 


§ 2 Die Gestalt der Integralkurven 

1 Ansatz Wir knüpfen unsere Betrachtungen weiterhin stets an 
die Differentialgleichungen von Stürm LiOüviLLEschem Typus an Es 
sei also 

(1) = o 

vorgelegt Hier seien j> [x) und q[x) m a-^x^h stetig und^ p{x) >0 
Man mag noch bemerken daß man die allgemeinste lineare Differen 
tialgleichung 

A («) y" + ^ 1 (*) / + A (*) y == 0 

^0 > 0 alle Pi und A stetig 

1 Wenn man will mag man noch P (x) als stetig annehmen Man kommt 
aber stets ohne diese Annahme aus 
Biebbrbach Differentlajgleiohimgen 8 Aufl 


11 
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durch die Substitution 


-/■ 


"P -^0 


y ue 


dx 


in eine vom Sturm LiouviLLEschen Typus uberfuhren kinn 

Zur Diskussion des Verlaufes der Integralkurven ist es zweckmäßig, 
(1) als System zu schreiben 


( 2 ) 


Nun führe man durch 


dz 

dx 


+ qy = o 


dy z 
dx p 


0 


(3) y = ^sm^ z=^Qcos'& 

zwei neue unbekannte Funktionen q undi? ein Dann werden nach kurzer 
Rechmmg die Differentialgleichungen 

^ = (j-?)esjn^cos«? 

^ = ^ cos® ^ + ff sm® d 

Zur zweiten mag noch bemerkt werden daß ein Faktor g der zunächst 
auf beiden Seiten auftntt gestrichen worden ist Wir haben damit 
nur darauf verzichtet auch die tnviale Losung _y = 0 von (1) auf du 
zweite Gleichung (4) mit herüber zu nehmen Dann entsprochen die 
Losungen von (1) und die von (4) mit g > 0 (oder die mit e < 0) cm 
ander umkehrbar emdeutig Es fallt nämlich auf daß in der zweiten 
Differentialgleichung (4) nur ■d' imd x Vorkommen und daß man aus de r 
ersten (4) q durch eme Quadratur ermitteln kann wenn man erst ■d {x) 
kennte Man findet ]a dann 


(6) log|ff|=J(j-g)smi?cos^rf| + konst 

a 

Hiernach ist y[x) durch ‘&[x) bis auf emen konstanten haktor be¬ 
stimmt Unear abhängige Losungen von (1) fuhren zum gleichen ■&{x) 
und gl&iches ^(x) fuhrt zu lauter hnear abhängigen Losungen von (1) 
Das fuhrt zu der Frage wodurch die Lösungen von (1) charakten 
siert werden kennen die zum gleichen ‘&{x) von (4) gehören Sei z B 
•&[a) = a Dann ist nach (3) 

5'(a)cosa — z(a)sma = 0 

oder 

(6) y{a) cos a. — p{a) y' («) sm a = 0 

® Der Existenzsatz S 27/28 lehrt daß jede Losung stetig ist 
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Die Lösungen von (1) also, die zwei Randbedingungen vom Sturm- 
LioUViLLEschen Typus 

y{p) cos a — p[a) y {a) sin a = 0, 
y{b) cosß -—p{b)y {b)smß 0 


genügen, gehen in diejenigen Lösungen von (4) über, für die 
(7) ^(a)=a, ^(b) = ß 

ist. Dabei sind a und ß natürlich nur bis auf Vielfache von ut durch (6) 
bestimmt. Für die erste Randwertaufgabe hat man insbesondere ^ 

a = 0, ß^O mod n, 

für die zweite 

ß^^ mod :7r 

zu nehmen. Übrigens sind die (6) die allgemeinsten Randbedingungen 
von der Form 

+^i2/W = 0, 

«2iy(i)+ «22y'{*) = 0. 

Denn man kann z. B. Zahlen A und a stets so bestimmen, daß 
= Acos a, sin a 

ist. Man muß nur sorgen, daß 


22 I _ ;2 


ist und kann dann a ermitteln. 

Wir wollen nun zunächst den Lösungen von (1) nur eine der Rand¬ 
bedingungen (6) auferlegen, z. B. verlangen, daß 

(8) y {a) cos a—p (a) y {a) sin oc = 0 


ist und wollen uns einiges über den Verlauf einer solchen Lösung ver¬ 
gegenwärtigen: Wir können sie dann noch eindeutig festlegen, indem 
wir entweder den Wert von y [a) oder den von y' {a) noch vorschreiben. 
Dann sind also stets y \oi) und y[a) vorgeschrieben. Für (4) bedeutet 
dies, daß wir ^ und q {a) vorschreiben. Wir interessieren uns zunächst 
füri?(^)* Die Fälle, wo q[x) < 0 ist, unterscheiden sich z. B. wesentlich 
von denen, wo q[x) >0 ist. Da aber QMch.'&{x) + hn, h ganz 

eine Lösung von (4) ist, so genügt es, anzunehmen 

0 ^ ^ (<z) = a < TT. 

An jeder Stelle, wo ^ ist, wird ^ = p >0; an jeder Stelle, 
wo ^(a;) = (2Ä + 1) Y ist, wird ^ = q,. Zur näheren Untersuchung 


ijSsO modheißt: ß « 0 bis auf Vielfache von n, 

11* 
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lassen wir nun eine Einteilung nach dem Vorzeichen von q cintrc t( n 
Insbesondere interessieren uns die beiden Falle wo in a ^ a? 6 
durchweg q[x) <0 oder durchweg q[x) >0 ist 

2 Der Fall (x) < 0 m ^ x ^ 6 Jede Losung passiert wich 
send die Vielfachen von n und abnehmend die ungeladen Vielfachen 

von y Daraus folgt daß jede Losung die durch [a) ■= a bestimmt ist 

im Intervall zwischen zwei Schranken hegt Die untiic 

Schranke ist das größte unter a gelegene Vielfache von 7 t du obere 

Schranke das kleinste über oc gelegene ungerade Vielfache von ^ 
Zwischen diesen Schranken hegt höchstens ein ungerades Viel 
faches von y und höchstens ein Vielfaches von tc Daher verschwinde n 

cosi? und sint? für a ^ x nur höchstens je einmal Und zwir ist 
nie sowohl eine Nullstelle von cos # wie eine von sin Vorhände n 
Da^(x) stets einerlei Vorzeichen hat so folgt daß y{x) und y'{x) nui 
je einen Zeichenwechsel erfahren können und daß nur bei höchstens 
einer der Funktionen ein Zeichenwechsel vorkommt Dihtr sind für 
y{x) m x^b nur folgende Falle denkbar 


y(x) 

y (X) 

1 > 0 

>0 

2 >0 

<0 

3 Vorzeichenwechsel 

y >0 

4 > 0 

Vorzeichenwechsel 


sowie die Losungen die sich hieraus durch gleichzeitigen Vorzeichen 
Wechsel von y und y^ ergeben 
Im Falle p^l d h für 

y +?(^)y = o 

kam man dies ubngens aus der Untersuchung von Konvexit^lt und 
Konkavität der Losung auch unmittelbar entnehmen Im vorliegenden 
allgemeineren FaUe smd natürlich Angaben über Konvexität und 
Konkavität der Losung ohne weitere Annahmen über p[x) nicht mog 
hch 

Jedenfalls lehren diese Betrachtungen daß für keine Diffcrcntnl 
gleichung mit q[x) <0 die erste oder die zweite Randwertaufgüx 
lösbar sein kann Naturheh kann man für jede gegebene Losung a und ß so 
wählen daß durch (6) Randbedingungen gehefert werden die gerade 
durch die gegebene Losung befnedigt werden Man kann aber nicht 
am Anfang und am Ende unabhängig voneinander beliebige Rind 
bedingungen vorschreiben 
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3. Der FalU(x) > 0 in a£x£b. Jetzt ist durchweg ^ > 0. 

'& ist also eine monoton wachsende Funktion. Sobald '& ein Viel¬ 
faches von 7 t wird, wird y{x) =0 und sobald es ein ungerades 

Vielfaches von wird, ist y' (x) =0. Nunmehr ist es durchaus denkbar, 

daß gegebenen Randbedingungen (6) bzw. (7) für passende positive q 
genügt werden kann. Es wird nicht für jedes q jeder Randbedingung 
genügt werden können, da ja durch Angabe von ^ [a) das d'[x)y also 
auch , bestimmt ist. Aber es ist jetzt durchaus denkbar, daß für 
gewisse Differentialgleichungen die erste Randwertaufgabe lösbar ist. 

4. Vergleich verschiedener Differentialgleichungen. Um darüber 
Klarheit zu gewinnen, untersuchen wir, wie bei gegebenem das 
d(&) von q abhängt. Wir stellen fest: 

Si%d mei Differentialgleichungen (1) bzw. zwei Systeme (4) gegeben 
mit q = q‘i{x) und q = q^{oc) und ist q^{x) > ?i(^) irt x ^b 
und sind d'i^x) und ^ 2 (^) entsprechenden Lösungen von (4), 

[a) = -^1 (6), so ist d'^lx) > [x) für a <x^b. 

• Es ist nämlich 

(9) • ^ = jCos®^2 + ?2sin*^2. 

( 10 ) ^ • 

In einem gemeinsamen Punkt beider Lösungen ist 

dd'2 ^ 

IST ^ dx ' 

Das Gleichheitszeichen steht hier nur dann, wenn an jener Stelle 
sin ^2 = sin^i =0 ist (es ist ja q^, > q^ angenommen). Da 
^, (*) monoton wachsende Funktionen sind, gibt es nur endlich viele 
solcher Schnittpunkte. Wenn aber in einem derselben ^ 2-^1 von 
positiven zu negativen Werten überginge, so betrachte man statt 
■& 2 (a:) eine Lösung ^^[x) von (9), die durch einen anderen Punkt von 
■d' =d‘i (x) geht, der genügend nahe bei dem eben betrachteten Schnitt¬ 
punkt liegt. Daher ginge in der Nähe des bisherigen Schnittpunktes 
aMcti &y{x) —■&i{x) von positiven zu negativen Werten über._Da es 
sich aber jetzt um Schnittpunkte handelt, in denen bzw. 'd'^ kein 
Vielfaches von jt ist, so ist dies nicht möglich. Daher geht in jedem 
Schnittpunkt — bei wachsendem* zu positiven Werten über. Da 
^jj(a) =#,(«) ist, so ist >^ 1^1 ^^r a<x^b. Namentlich also ist 

Bei dem eben bewiesenen Satz ist kein Gebrauch von > 0 gemacht 
worden. Es gilt also für beliebige stetige Funktionen qy{x). 
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5 Differentialgleichungen mit Parameter Wir betrachten nun na¬ 
mentlich eme emparametnge Schar von Funktionen 

q{x) =^q{x X) 

und nehmen an daß gleichmäßig m ä ^ ^ 6 sei 

hm q{x A) = — oo 

( 11 ) , 

lim q{x X) = oo 
00 

Man kann also z B q{x X) = qo(x) +Xr{K) r(x) >0 nehmen Be¬ 
trachten wir die Differentialgleichungen 

SO wird nach dem Bishengen 'd'x (b) eine mit X 7ugleich monoton wach¬ 
sende Funktion vonA Dazu ist jetzt 


lim d'x (b) = 0 
1—00 


hm ■d'x (&) = -f- oo 
7 —>-4- 00 


wenn man 0 (a) = a < ti annimmt wie schon weiter oben bemerkt 

war Man wähle eine Zahl a! für die 0 ^ a < oc' < ist Wir wählen 
alsdann eme Zahl A# so daß furA <Ao imd 

( 12 ) 0<ß^^^a.' 

^ cos* ^ sm* ^ < 0 

ausfallt Die Kurvet {x) kann dann keinen Punkt mit der Geraden 
^ = a +{x-a)l^ 

gemein haben Denn für ä; = a ist 'd'x («) < a die Kurve also unter der 
Geraden gelegen und in jedem Punkt der Geraden die ja dem Streifen 
(12) angehort wäre 

^<0 

Also ist 

^x(b)<ß 

Da man 0 < /3 < a behebig annehmen kann so ist damit 
lim (5) = 0 

A-*— 00 

bewiesen 

Man wähle andererseits eine Zahl /5 > « und bestimme einen die 
Punkte (a a) und {b ß) bestimmenden Streckenzug der (x Ebene so 
<kß für ^ Werte die Vielfache von uz sind seme Ableitung klcmer als 

wird Wählt man dann A hinreichend groß so ist für alle Punkte des 
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Streckenzugs 


dd^x 

dx 


größer als das ^ des Streckenzugs. Da aber bei x ^ a die Kurve 
d' =:'d'x (x) den Streckenzug schneidet, so muß sie in ihrem weiteren Ver¬ 
lauf stets eine größere Ordinate habep.. Also ist 


Und damit ist auch 


&,ib)>ß. 

lim •d'x (&) = + oo 
00 


bewiesen. 

Aus diesen Überlegungen folgt, daß manA Stets auf genau eine Weise 
so wählen kann, daß ^{a) = u, & (b) = ß gegebene Werte sind, für die 
O^a <;7r./5 >0 ist. 

Hieraus wieder fließt der Beweis für das 


6. Oszillationstheorem. In a^x-^b seien die Koeffizienten p{x), 
q^{x),r{x) von 

(13) ^ {p (X) g) 4- (?o + ^(^)) y = 0 

stetig, dazu sei p >0,r >0. Dann gibt es genau eine Folge von Para- 
meterwerkn . 

Ao < Al < ... 

mit A„ oo derart, daß die Differentialgleichung (13) für A = A„ eiw 
den Randbedingungen (6) genügende Losung besitzt. Die zu A„ gehörige 
Lösung ist bis auf einen Faktor eindeutig bestimmt und besitzt im Inter¬ 
vallinneren Ä < * < & genau n {einfach^) Nullstellen. 

Es gibt genau einen WertA„, für den 

^ j cos® ^„ + (?o +•»") sin® 

eine Lösung besitzt, für die = cc, &{b) = ^ -f- wJt ist (0 ^ a <i7r), 
{0 '^ß< 7 t). Diese Lösung ist eindeutig bestimmt. Die ihr zugeord¬ 
neten Lösungen von (1) sind bis auf einen Faktor bestimmt. Für sie 
ist (6) erfüllt. Da monoton mit A wächst, so ist 
d(ö) oo für A “> 00 , so ist oo für w ^ oo, 

7, Eigenwerte und Eigenfunktionen. Man nennt die A» die Eigenwerte 
und die yn{.x) die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

(«) + + 

für die gegebenen Randbedingungen (6). Die S. 152 angegebene Iden- 
• tität 

yL(z)~zL{y) = -^(P>{yz'-zy')) 
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lehrt wenn man sie auf 

zwei verschiedene Eigenwerte und und die zugehörigen Eigen- 
funktionen und anwendet 

d 

\P (y« ym — ym y»)) = (A„ — r 
Daraus folgt wegen (6) und wegen jl^ + 

i 

f^(^)yn(x)y„(x)dx=^0 

a 

Wk sprechen dies aus indem wir sagen die Eigenfunktionen ver 
schiedener Eigenwerte seien orthogonal zueinander Da y nur bis auf 
einen Faktor bestimmt ist so darf man annehmen daß 

b 

/ ryldx = 1 

a 

ist Wir nennen dann die Eigenfunktionen norimert Ist 

eme gleic^aßig konvergente Reihe mit konstanten Koeffizienten c 

^ folgt dwch ghedweises Integneren analog wie in der Theorie der 
FouRiERschen Reihen 


(16) 


0 

c« = S^fy„dx 


inwieweit man gegebene Funktionen f{x) 
durch (16) und 16) in Reihen nach den Eigenfunktionen entwickln 
kann Die nm folgenden Ausfuhrungen haben die Beantwortung dieser 

8 Vergleich von Differentialgleichungen Zum Schluß dieses Para- 
^aph^ mögen nun noch einige Abschätzungen mitgeteilt werden 
^Wh NuUsteUen der Losungen emer Differenüal 

^eichung (1) und damit im Zusammenhang betreffend die Große der 
Eigenwerte Die zum Beweis des Oszillationstheorems vorgefuhrte von 
Prüfer erdachte Methode erscheint für diesen Zweck hervorragend 
geei^et da sie es erlaubt in bequemer Weise die ErfuUbarkeit beider 
Randbedingungen nachzuprufen Es mag auch eine reizvolle Aufgabe 
® die monotone Abhängigkeit des A (b) vonA auf 
16yi67 zu einer Abschätzung durchzubüden Emfacher erscheint es 
nur aber zu diesem Zwecke unmittelbar an die Differenüalgleichung fl) 
^ nämlich eme Bemerkung analog der die wir 

S 166 für die zweite Differentialgleichung (4) bewiesen haben Hier 
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gehört in gewissem Sinne zur Differentialgleichung mit größerem q 
die kleinere Lösung. ’ 

Sind nämlich 

+ ^2^2 = 0 

zwei Differentialgleichungen mit gleichem p, aber verschiedenem q, 
so mögen Lösungen betrachtet werden, die bei x ^ a derselben Rand¬ 
bedingung (6) genügen. Multipliziert man die erste Differentialgleichung 
(17) mit und die zweite mit und subtrahiert, so wird 

(py’i)~yi-^ipyi) + (9i- ?2)yiy2 = o 


oder, was dasselbe ist, 

( 18 ) ^ iP (y2 yi — yi y2)) - (?i - ?2) yi y2 = o. 

Nun ist bei x = a 


y2yi-yiy2 = 0. 

Denn wir haben ja dort 


cos a yi (a) — p {a) sin (a) = 0, 
cos a ^2 (^) ““ P (^) sin ay 2 (ä) = 0. 


Da aber cosa und ^ sin a nicht beide verschwinden, so ist die 
Determinante dieser beiden Gleichungen Null, Integriert man daher 

(18) von a bis x, so kommt 

X 

(19) p (y 2 yi - yi yi) = / (f) — (f))yi (i) y^ 

a 

Nun sei qz{x) > q-^{x) in a ^ x ^ b. Weiter seien hei x ^ a sowohl 
y{a) wie y'la) vorgeschrieben, und zwar yi{a) = yzifi), y[{,^)^yzi^) 
und es sei entweder y^^ C^) > ^» oder y[ (ä) > 0, so daß also entweder 
bei X = a oder dicht hinter % = a sowohl yi{x) > 0, als y^i^) > 0 güt. 
Dann ist die rechte Seite von (19) positiv, solange x > a so nahe bei 
a liegt, daß keine weitere NuUstelle yony^^^x) oder von y^i^) zwischen 
a und X liegt. So lange ist also 

yiy'2>o. 

Also auch 

yg yj - yj ^ 

yi 

für alle diese x > a. D.h. 
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für alle diese x a Da aber 

lim^ = 1 

ist so folgt daß 

(20) (x) > (a:) 

für alle x > a die so beschaffen sind daß zwischen a und x weder eine 
NuUstelle von noch eine von y^ hegt (20) lehrt aber daß die auf a 
folgende NuUstelle von y^[x} sicher weiter von a entfernt ist als die 
auf a. folgende von y^(x) Je großer also q wird um so naher ruckt eine 
etwa vorhandene zunächst bei a gelegene NuUsteUe an a heran Können 
WUT also für irgendein q die Existenz und Lage einer auf a folgenden 
NuUsteUe angeben so haben wir für aUe größeren q eine obere für aUe 
kleineren q eme untere Schranke für den Abstand den die auf a fol 
gende NuUsteUe von a besitzt Zu präzisen zahlenmäßigen Abschatzun 
gen gelangt man also durch das Studium spezieUer Differentialglei 
chungen 

Am bequemsten zu ubersehen smd nun Differentialgleichungen 

z + »w® z = 0 

mit konstantem m und mit ihnen sind dann bequem Differentialglei 
chungen 

(21) z 4- ö (I) 2 = 0 
ZU vergleichen 

9 Sturm-L iouvuxEsche Differentialgleichungen Sturm Liouville 
sehe Differentialgleichungen (1) sind nun aber durch eine gewisse Sub 
stituüon in Differentialgleichungen (21) uberzufuhren Betrachten wir 
namheh die Funktion 



so wird 


W - - khih) ]) 

Drucken wir also in dem Koeffizienten von z gemäß 


X 



a 


X durch ^ aus und bezeichnen ihn dann mit g(|) so wurd durch (22) 
eme umkehrbar emdeutige Beziehung zwischen den Losungen von (21) 
und denen von (1) hergesteUt Beachtet man noch daß dabei das Inter 

b 

vaB. a^x^b m ubergeht und daß Randbedm 
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gungen (6) in gleichartige Randbedingungen für z an den Enden des 
Bildintervalles übergehen, so mag es gerechtfertigt erscheinen, wenn 
wir die weiteren Betrachtungen an SxuRM-LiouviLLEschen Differential¬ 
gleichungen mit ^ = 1 anknüpfen. 

10. Abschätzung der Nullstellen. Wir betrachten also nun weiter 
( 23 ) 

mit Randbedingungen (6). 

Wir betrachten zunächst die Randwertaufgabe (6) für 

y2 ^ ^2y -- Q 

bei konstantem >0. Setzt man die allgemeine Lösung in der Form 


y = c^cosm{x — a) + c^smm{x — a) 

an, so rechnet man leicht nach, daß die Randbedingtmgen (6) dann, 
und nur dann, eine nichttriviale Lösung zulassen, wenn m der Glei¬ 
chung 

sin w (6 — a) (cos cx.cosß + sin oc sin/5) — m cosm (5 — sin (]5 — a) = 0 


genügt. Also sind z. B. 






(Ä = l, 2,3...) 


die Eigenwerte für a == j5. Merkwürdigerweise sind es für alle diese 
Randbedingungen dieselben. Also Eigenfunktionen ergeben sich 

y = wsina-cos — a) + cos(xsinm(^ — ci)* 

Für beliebige m genügen diese der Randbedingung (6) bei x =a. Ist 
m ein Eigenwert, so genügen sie beiden Randbedingungen (6), Fiihrt 
man noch einen Winkel y ein, für den 


sinmy =» 


m sin a 

j/cos^ a + w® sin^ a * 


COS my 


_ cos g _ 

fcos® oc + w® sin* a 


ist, SO kann man auch (0 ^ oc < tt) , (0 ^ y < Jt) 

sin wy cosm(x — a) + cosy sin— ä ), 

d.h. 

y = smm{x — a + y) 


als Eigenfunktionen betrachten. Jhre erste auf a folgende NuUstelle 
liegt bei 


und die übrigen Nullstellen unterscheiden sich davon um Vielfache 
von ^ . Betrachtet man dann eine Differentialgleichung 


(22) 



172 II 3 Gewohnhclie Differentialgleichungen zweiter Ordnung im reellen Gebiet 

in der q>m^ ist und betrachtet für sie auch die Randbedingung (6) 
so besitzt die zugehonge Losung nach den schon durchgefuhrten Über 
legungen jedenfalls zwischen 


a und 


Ä — 
m 


eine Nullstelle wofern - — y ^ b — a ist also sicher dann wenn 

71 <m{h — a) Betrachtet man aber eme Differentialgleichung mit 
q<m^ und lost für sie die Randwertaufgabe (6) so besitzt die Losune 
sicher keine Nullstelle zwischen ^ 


und 


„ I " 

^ — y 

m * 


Wie steht es aber mit den übrigen Nullstellen? Hier ergibt sich aus 
unseren allgememen Betrachtungen über den Vergleich der Losungen 
^eiCT Stxxrm LiouviLLEscher Differentialgleichungen das folgende 

Wenn tn dem Intervall a ^ x ’^h 


(23) 0<m^ ^ q(x) ^ 

ist so gilt für den Abstand, d zweier aufemand^rfolgender Nullstellen 
einer behebtgen Losung von (22) die Abschätzung 

(24) 

Betrachtet man namhch zwei aufeinanderfolgende Nullstellen einer 
Losung von (22) aus dem Intervall a^x^b so ziehe man zum Ver 
gleich diejenigen Losungen der Differentialgleichungen 

y + m^y =- 0 
y + M^y — 0 

derjenigen der beiden Stellen verschwindet welche die 
Meinere Abszisse besitzt und wende unter Heranziehung der ersten 
Randwertaufgabe das bisher Gesagte an 

Eigenwerte Hieraus ergeben sich unmittelbar 
von ^ welche eine Losung 

die NullsteUen im IntervaUmneren zahlt für ihre Anzahl n 

(25) 


^-—m^n:^- — -M 

^ — - ÜZ 


Da nun nach dem Oszillationstheorem der «te Eigenwert dadurch 

h n Intervallinnere n Nullstellen der Losung 
fallen so ergibt sich z B für Differentialgleichungen 

y -h■^q(x)y = 0 
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für den M-ten Eigenwert die Abschätzung 


(26) 






(b - ^ (ö - a)2 * 

Betrachten wir weiter Differentialgleichungen 
(27) , y” + (!l{x)+X)y = 0. 

Dann folgt nach (26) für die Anzahl der Nullstellen 


Also 

(fc o- W1 1 


Für n-^ 00 folgt hieraus 

lim 

W^oo 


jr® w® 



Man schreibt dafür auch 

^ w® ji® 

- a)® • 

Dies bemerkenswerte Ergebnis besagt, daß das asymptotische Ver¬ 
halten der Eigenwerte für alle Randwertaufgaben ( 6 ) der Differential¬ 
gleichung (27) das gleiche ist. 

Das Ergebnis (25) kann man noch wie folgt verschärfen: Man be¬ 
trachte zwei Differentialgleichungen: 

y'i +?i(x)yi = o, 

y2 + ii(x)y» = 0 ?2>?i in a£x^i. 

Man hetrachte Lösungen beider, die hei x = a die gleiche Randbedin¬ 
gung ( 6 ) erfüllen. Dann wird die k-te auf a folgende Nullstelle von 
y^(x) vor der k-ten auf a folgenden Nullstelle von yi(x) angetroffen. Für 
die erste auf a folgende NuUsteUe wurde diese Angabe oben bewiesen. 
Wir beweisen sie durch vollständige Induktion allgemein. Sie sei also für 
die «-ten Nullstellen richtig. Die «-te Nullstelle jy„ von >'a(Ä) liege also 
vor der «-ten NullsteUe von yi(*). Alsdann konstruiere man eine 
Lösung yi{x) der ersten Differentialgleichung, welche bei »?„ verschwin¬ 
det und suche ihre folgende NuUsteUe. Die erste auf folgende NuU¬ 
steUe von y^ix) liegt dann erst jenseits v#n 9 j„+i, weü yi{x) und y^ix) 
hei rjn beide verschwinden'und yi zur Differentialgleichung mit klei¬ 
nerem q gehört. Die beiden Lösungen yi{x) und yi {x) dieser Differential¬ 
gleichungen stimmen nun entweder in ihren NuUsteUen überein, oder 
aber zwischen je zwei a'ufeinanderfolgenden der einen liegt nach S. 166 
genau eine NuUsteUe der anderen. Da aber zwischen den beiden 
aufeinanderfolgenden NuUsteUen r]„ und In+i von 3^1 hegt, so Uegt 
erst jenseits |„+i, also erst recht (wie |„+i) jenseits 
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§ 3 Hilfssatze zum Beweis des Entwicklungssatzes 

1 Interpolation Sind y-y yn-i d,ie n ersten Etgenfunkhonen 
so kann man stets n Zahlen Cg <'n-i bestimmen daß 

an n in a <. x <. h gelegenen Stellen vorgesckriebene Werte annimint 
Sind x-^ die Stellen /„ die vorgeschricbenen Wcrtt so 
handelt es sich um die Auflösung des hnearen Gleichungssystcms 


(1) 

n—1 

= f{ 

daß 

n — l 

E<^iyAx^ = 0 

4 _ A 

11 

1— • 

, n) 

Dajzu xst zu zeigen 

{i = l 2 

. «) 

nur durch 

J — u 




Co = Ci = =; = 0 




befriedigt werden kann Daraus folgt ]a daß dann die Detcrminantt 
von (1) von Null verschieden ist Es ist also zu zeigen 
Hat 

‘>oy<i{x)+ + 

n verschiedene Nullstellen in a < x <b so ist 


Cg — C-y— = C„_y = 0 

Der Beweis beruht auf den folgenden Eigenschaften die nach § 2 
der Funktion y]e{x) zukommen 

a) Es gibt drei in a < ^ < J definierte Funktionen p q r so daß 
p>0 f >0 und daß jedes yt,{x) für einen geeigneten Wert von A 
emer Differentialgleichtmg 

äF + {? + Ay)y == 0 

genügt Für verschiedene yy. hat der Parameter A verschiedene Wtrtt 

b) Fxa x-^a und ixa x^b ist 

^P(yoyic — y>cyo) = o 

c) Für x-^ a und für J existiert 

(4) hm 5!* 
imd ist 4= 0 

d) yk{x) hat in « < a: < 6 höchstens k NuUstcUen 

Die genannten vier Eigenschaften kommen auch den Funktionen 

( 5 ) ^k = P(yoyk+i~u+iyo) {k = oi n~\) 


ZU 
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1. Wendet man nämlich die LAGRÄNGEsche Identität (13) von S. 152 
auf y =: und z = yj^^^ an, so kommt 

< 6 ) ■^P{yi,yk+i—yi> + iyo)=yoL(yk+i)—yb + j_L(ya). 


Dabei ist 

(7) 

Also ist 

( 8 ) 

Daher wird 


{K~ h+x)ry<iyk + i. 


(9) 


) dx^ryl^^^ ^» + l)^yo3'* + l) py%‘ 


/ 1 dzjf\ 


VyJ dx) 

dx \ 


2 . Es ist für a und für x b 

lim = 0 . 

Nach ( 8 ) existiert wegen (4) der Grenzwert von 


Daher ist für x • 


1 /i ^ \ y^-n 

ryldx yo ' 

■ d und für -> & 

—Vo) = 0 . 


3. Aus folgt wegen (4), daß 


lim 


= lim4 = Hm 


(Ao ~ Al) ry^yi 


existiert und 4 " 0 ist. 

4. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von yj^ liegt höch¬ 
stens eine Nullstelle von Wegen ( 8 ) kann nämlich 4 sein Vorzeichen 
nicht wechseln, solange y^^^ festes Vorzeichen hat. Denn auch 
r und y^ wechseln ihr Vorzeichen nicht. Zwischen a und der ersten Null¬ 
stelle von und zwischen der letzten NuUstelle von und h 

kann Zj^ nicht verschwinden. Denn dazwischen hat 4 einerlei Vor¬ 
zeichen und es ist 3 /^ 0 für x--^ a und für a? 

Nun kann die Behauptung über die Interpolation durch vollständige 
Induktion bewiesen werden. Sie ist gewiß richtig für w = 1 , weil y^ 
im Intervall nirgends verschwindet. Sie sei richtig für weniger als 
n Funktionen, also z. B. für ^ 0 ... J?n- 2 - Hat dann 

/(z) = Co^o-f-• - • + 

mehr als n Nullstellen in a <x <h, so hat 


(/;)==‘= 1^0 + 


+ -2 
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mindestens n Nullstellen Daher ist = Cg = — = 0 und also 

/ W = ^0^0 

Diese hat aber für Tq + 0 überhaupt keine Nullstellen m a<^ x b 
Also ist auch Cq = 0 

2 Die Abgeschlossenheit Ist eine stetige Funktion f{x) zu alltn 
Eigenfunktionen ofthogonal so ist sie identisch Null 
Aus 


Jrfy^dx=0 (»= 0 1 ) 

(l 

folgt also/s0 ma^*g5 

a) Wir nehmen an es gebe eme nicht identisch verschwindcndt stetig! 
Funktion f{x) die aUen Gleichungen (10) genügt und konstruieren 
eme weitere solche Fimktion g(x) die außerdem eine stetige Ableitung 
hat imd für die pg ebenfalls eme stetige Ableitung besitzt und du 
außerd^ den Randbedmgungen (6) auf S 163 genügt Wir nennen eine 
Mlche Funktion regulär Man wähle für A emen Wert der von allen 
Eigenwerten verschieden ist und bestimme g so daß 


ist daß (6) von S 163 erfuUt ist DaA kem Eigenwert ist so ist 
^es nach S 159 möglich Nun wende man die LAGEANGEsche Identität 
(13) von S 152 auf g und y„ an Man setze dann 


Dann hefert sie 




S 1. '■)'. + y,! f« - f / - A (jy, _ y, J.)) 

Man integnere von a bis b so kommt 

r ^ 

J ß - 4 ) rgy^dx = / rfyj^dx 

Denn für z = a und für a; = 6 ist 

syt-vug =0 

Z B bei a: = a ist doch 

cos a yjc (a) ~ sin xp (a) yj, («) = o 

cosag(a)-smaj>(a)g- (a )=0 

Da cosa und^^(«) sma nicht beide verschwinden so gilt (11) Aus 
4+4 und Srfy^dx = 0 folgt also 

a 

b 
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b) Verschwindet eine reguläre Funktion g[x) für alle in a < x <b 
gelegenen Nullstellen eines (x) , so ist 

b b 

(12) f gLig)dx + X,ifrg^dx^O. 

a a 

Da g denselben Randbedingungen wie genügt und im Intervall¬ 
inneren an den gleichen Stellen wie yj^ verschwindet, so ist ^ in 

X stetig. Wenn nämlich yj^. am Rande verschwindet, so auch 
g wegen der Randbedingungen, yj^ hat aber nur einfache Nullstellen, 
weil es nicht = 0 ist. 

Nun ist nach der Identität von Lagrange . 

^ (-^ (yj^g' - gy'k)) = -~{ykHjg)- gL{y„)) 

+-4-(ysg" — yy*)** 

yk 

= g-i (g) + r g* + ^ (g'— 

an allen Stellen richtig, wo 3 /* + 0 ist. Da aber ■— durchweg stetig ist, 
so liefert die Integration von a bis & 

0 = fg-^(g) + Xjc^rg^dx + / ^ U' dx, 

worin die Behauptung liegt. 

c) Genügt eine reguläre Funktion f den Gleichungen 

h 

Jrfy„dx = 0, Ä = 0,1,..m — 1, 

a 

SO ist 

(13) JfL{f)dx + xJrf>dx£0. 

a a 

Man bestimme nach 1 . einen Punkt 
^ 0^0 + ■ * • + 

der an den n Nullstellen von yn (a;) aus a <x <b mit / übereinstimmt. 
Dann ist 

g{x) ^f{x)- Coy, • . • - c„_iy„_i 

regulär und verschwindet an den n Nullstellen von y„ aus a <x <b. 
Daher ist b) auf g anwendbar. Aus der LAGEAKGEschen Identität folgt 
aber 

» 6 s 

/ yiL(f)dx = JfL(y^dx = — XiSrfyfdx = 0 (t = 0,1,— 1). 

a a a 

Bieberbach, Differentialgleichungen. 8. Aufl. 


12 
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Ferner ist für normierte Eigenfunktionen 

r ^ t 1 f0fur^4“7 

h.Hy,)dx = -k,Jry,y,d. = ^ 

Daher wird 

J gL (g) dx = JfL (/) dx - 7 cfX, 

a a ^>= 0 

Jrgidx = jrf^dx+ 2 

a a ^»■0 

Tragt man dies in die in b) bewiesene Formel cm so wird 
//I (/) dx + A„ frf^ dx -L "i" c? (A„ - A.) ^ 0 

a a t = 0 

Wegen 

(2 = 01 , w — 1 ) 

folgt hieraus die Behauptung c) 

d) Wenn nun em i(x) den Gleichungen (10) genügt so bilde man 
nach a) em reguläres {[x) das dieselben Gleichungen erfüllt Nach c) 
wird dann für alle n 

h i 

(14) Khfdx^—^fL{f)dx 

a a 

b 

Nun ist aber > oo für n—>oo Ware Jyf^dx 0 so enthielte 

a 

b 

(14) etwas Ungereimtes Daher ist Jrpdx==0 Da / stetig ist so 

ü 

folgt hieraus / = 0 womit die Abgeschlossenheit bewiesen ist 

§ 4 Beweis des Entwicklungssatzes 

1 Reduktion auf eine Konvergenzfrage Der in § 3 bewiesene Ab 
gescMossenheitssatz erlaubt es die Entwicklungsfrage auf eine Kon¬ 
vergenzfrage zu reduzieren Wenn nämlich f{x) eine stetige Funktion 
ist und wenn die mit den Koeffizienten 

b 

0i, = JryJdx (Ä = 0 1 ) 

gebildete Reihe ^ 

^0 yo 4- + 

in X gleichmäßig konvergiert so ist 
/(i:) = Coyo + c,yi + 


Die sind nonnieite Eigenfunktionen 
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§4. Beweis des Entwicklungssatzes. 
in a-^x -^h. Setzt man nämlich 

D{x)=f{x)-c^y^~c^y^... 
so ist D(;t) in « ^ a: ^ & stetig und 

b 

Jry^.Ddx = 0 

a ‘ 

Nach dem Abgeschlossenheitssatz ist daher D{x) ^ 0 in a-^ x ^ b. 
Es bleibt somit nur die gleichmäßige Konvergenz jener Reihe für 
gewisse Funktionenklassen f[x) zu beweisen. 

Der Beweis ergibt sich aus einem allgemeinen Konvergenzsatz, 
den Erhard Schmidt an die Spitze seiner klassischen Abhandlungen 
über Integralgleichungen gestellt hat, Abhandlungen, die weit über 
die Probleme hinaus, denen sie zunächst galten, bahnbrechend ge¬ 
wirkt haben. 

2. Allgemeiner Konvergenzsatz über Orthogonalfunktionen. Es sei 

*Pi{x), <Pi{x), ..., 

eine Folge in a x '^b stetiger normierter Orthogonalfunktionen. Es 
sei also 

Es sei f(j)c) in a X erklärt unci es existiere 
h b 

fF{x)dx und jF[{x)]^dx. 

a a 

Es sei G [x,^) für a-^x'^h, a-^i^b erklärt-, es sei 

b 

(16) S[G{x,i)Ydx==G{i)<M^ 

a 

für alle ä ^ f ^ 6, wobei M eine von f unabhängige Zahl ist» 

Dann konvergiert 

CO & h 

2} SF<PndX’ jG(pndx 
»«1 a a 

in a ^ ^ "^b absolut und gleichmäßig , 

Aus (16) folgt 

S[E — 2<PiSE<ptdxfdx = jF^dx — 2{SF(pidxY'^0. 

a ^ a ß 1 a 

Da somit die Partialsummen der Reihe nichtnegativer Glieder 

(17) MJFcptdxY 

Xa 

12* 
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unter der von n unabhängigen Schranke 

h 

jF^dx 

a 

hegen so ist die Reihe (17) konvergent Schreibt man statt F ein G 
und halt ^ fest so findet man durch die gleichen Überlegungen und 
unter Beachtimg von (16) daß 

00 ^ 

{JG' (x i) (pidxY < 

n=l a 

Nun beachte man daß 

UF(p,dx\\^Gcp,dx\Y^2: {jFq>,dxY U {SG(p,dxY 

a a »-« a » = « « ’ 

isf- 

Daher ist 

(18) ^ \S F <P^dx\\f G(p^dx\^M'^ F^,dxY 

a a f i=^n a 

Da aber die Reihe (17) konvergiert so kann man n so groß wählen 
daß die rechte Seite klemer als eine vorgeschnebene positive Zahl e 
wird Da die Schranke oberhalb deren dazu n hegen muß von p un 
abhängig ist so ist die Reihe linker Hand von (18) konvergent Damit 
ist der allgemeine Konvergenzsatz bewiesen 

3 Entwicklungssatz Wir formuheren nun den Entwicklungssatz 
Entwicklungssatz^ Ist f{x) in a^x-^b stetig und zerfallt das 
Intervall a<x^ hm endlich viele abgeschlossene Intervalle m deren 
jedem f{x) eine stetige Ableitung besitzt ist außerdem f{x) an jedem 
^tervallende Null an dem für die Eigenfunktionen y„ verschwindende 
Randwerte vorgeschneben sind so ist die Reihe 


OO V 

■^'yn{x)Srfy„dS 

n=o a 

m a^x^ b absolut und gleichmäßig konvergent 

1 Setzt man 

b 5 

\!F(pidx\ hi = \SG(pidx\ 

so bedeutet dies daß ^ 

ist Nun aber ist für beliebige reelle 

= + +A|2'i'J>0 

Also ist 

(£■« b^-Sa^ Hb 

* Man vgl die Bemerkungen von S 178/179 über die Möglichkeit den Entwick 
lungssatz als Konvergenzsatz zu formulieien 
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Man gewinnt den Beweis, wenn man in dem allgemeinen Kon¬ 
vergenzsatz statt der cp„,F,G geeignete Funktionen einträgt. Wir 
nehmen 


9’n = 


P„-Ao 



« = 1 , 2 ... 


Wenn an einem Intervallende Randwerte Null vorgeschrieben sind, 

so verstehe man dcai unter ^ den Grenzwert von bei Annäherung 

Va VoW ° 

an den Randpunkt. Dann sind die ^„{x) in a ^ x ^ b stetig. Sie sind 
normiert und orthogonal. Denn es ist 


/ 

a 

~ vv^ ~ ^ (n) 

a 

b 

a 

Der ausintegrierte Bestandteil ist Null nach einer schon S. 176 benutzten 
Bemerkung. Unter dem Integral wende man die Identität von Lagrange 
an. Dann bekommt man 


l<Pi<Piä,x = — 


6 

. f JÜf 


l/A^-AoV^^J n 


(yoL{yi) — yiL{yo))dx 


yo 


(— ryt yo -|- Ao ry< y#) 


yv 




Nun nehme man 




Das Intervall zerfäUt nach unseren Voraussetzungen über / in endlich 
viele abgeschlossene Intervalle, in deren jedem F stetig ist. Daher existiert 


jFdx und f F^ dx. 
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Dann ist 

r * 

JFy,dx= ■^X, — ^Jrfy,dx 

0 a 

Man beweist dies indem man in der gerade vorhin angestellten Be¬ 
trachtung <pf durch also y, durch 7 == ersetzt Da / 

s etig ist kann auch die partielle Integration unverändert durchgefuhrt 
werden ® 

Weiter setze man 


a 

b 

G(x I) ist beschrankt und für * =|- | stetig^ Für ^ | aber wird 

Cf+o D . 

_ Ä 

Somit existiert 

r ^ 

JG(xi)dx und fG^(xi)dv 

* a 

und gibt es eine Zahl M* so daß 

b 

f G’‘(v i) dx < 

a 

für alle ä ^ f ^ & Dann wird 


b 

j Gqi^dx 

a 




dt 


(y _ 



+ f yo(^) 

J y^w^oW 



R-Ao 



^ Wenn z B (a) = 0 sein sollte so ist für x <, ^ 

a 

und für Af > I und genügend nahe bei a gelegene x 

I <Pa(i) I < I 9>oW I 
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b 

j G(pxdx 

a 




+ 


a a 

b X 


n 




= yo(g) y<(^ 
yo(l) 


{r[t)yim-:^^{^r{x)yl{x)dx 

J yoW 


y<,(i) yi(S) 

y^-^oyo(i) 


■ fr(i) yl(t) dt + r{x) ylix) dx 

J TA,-AoJyoW 




^ y<(g) 

Trägt man die gefundenen Ergebnisse in den allgemeinen Kon¬ 
vergenzsatz ein, so erkennt man die Richtigkeit des Entwicklungs¬ 
satzes. 


4. FouRiERsche Reihen. Dieser allgemeine Entwicklungssatz er¬ 
innert an den analogen Satz in der Theorie der FouRiERschen Reihen^, 
Dort wird gelehrt, daß man jede in abteilungsweise 

stetig differenzierbaxe Funktion in der Form 

/ (*) = («« cosnx + in sin 

" n«l 


entwickeln kann. Hier ist 

n 

f(x) COS nxdx , 

— 7t 
7t 

in = ]^^f{x)5mnxdx. 

— ;r 




« = 0 , 1 . .. 


Die FouRiERschen Reihen sind, kein Spezialfall der aHgemeinen 
SruBM-LiouviLLEschen Entwicklungen. Denn die Funktionen 

(19) 1, cosä:, cos2a;, . . . , sin*, sin2*, . .. 

sind keine Funktionenfolge, die für — ji ^ ^ ?r Randbedingungen 


1 Vgl. 2 . B. meinen Leitfaden der Integralrechnung. 3. Aufl., S. 78ff. Leipzig; 
B. G. Teübnbr 1928. 
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vom Sturm LiouviLLEschen T 5 ^us genügen Sie sind gewiß Intcgrüc 
der Differentialgleichungen 

y' + n^y == 0 

der cos nx und sin nx genügen Bei x =^n aber sind 


cos a [7t) — sm a % [ti) 


j cos a cos n 7t für y^ = cos n x 
[smacosw:7r für y^ ^smnx 


Für kem a sind beide Werte Null Daher ist die Folge (19) kt inc 
Folge Sturm LiouviLLEscher Eigenfunktionen Wenn aber / [x) in 
— Tt^x^Tt stetig ist und f[—7t)= f[7t) ist so entwickle man 


2 


in 0 ^ x^TC nach den Eigenfimktionen von 

( 20 ) ^ Xy^O 

und den Randbedingungen 


und 


u'{0) = U'{7Z) = 0 
2 


in 0 ^ ^ :7i; nach den Eigenfunktionen von (20) die 


u[0) = u[7t) = 0 


genügen Beide Male sind die Eigenwerte A = »* Im ersten Fall sind 
die Eigenfunktionen abgesehen von der Normierung 

1 cos^ cos 2^ 

im zweiten Falle 


sm X sm2x 


Also wird 

2 -^ + aiCosa: + 

Daher ist 

2 Sin X **j“ 

und 

+ («1 cos ^ sin A?) + 


/ ( ^ + (^1 cos X — öjL sin jt:) + 

Sonut ist 


für O^x ^ 7t 
für 0 ^x ^7t 


/W--f-+(«icosru + öismac) + auch für —7c£x£0 

Die Voraussetzung f{n) =f{-n) mußte gemacht werden damit 

2 



§ 6. Die BEssELSche Differentialgleichung. 


185 


für a; = 0 und für a; = verschwindet. Denn die hier gewählten Eigen¬ 
funktionen verschwinden bei 0 und ut, Unser allgemeiner Entwicklungs¬ 
satz bezieht sich aber in solchen Fällen auf Funktionen, die gleichfalls 
bei 0 und n verschwinden. 

§ 5. Die BESSELsche Differentialgleichung 

1. BESsELsche Funktionen. Ich behandle sie als Beispiel zu den all¬ 
gemeinen Erörterungen der vorstehenden Paragraphen, obwohl dabei 
nicht alle Voraussetzungen jener Paragraphen erfüllt sind, n sei eine 
reelle, nichtnegative, nicht notwendig ganze Zahl. 

Zunächst wollen wir feststellen, daß diese Differentialgleichung stets 
ein bei a; = 0 endliches Integral besitzt, obwohl x = 0 ein singulärer 
Punkt ist. Zu diesem Zweck machen wir den Ansatz 

y = xn .y (w ^ 0). 

Für V ergibt sich dann die Differentialgleichung 

XV*' -f (2n + l) v' + XV 0 . 

Wir versuchen nun, derselben durch eine Potenzreihe 

= Äq -j- % ^ *4" ^2 ’ 

zu genügen. Setzt man sie ein, so erhält man 

XV = UqX + Uj^X^ + • • • + 4- + H- 

(2w 4“ 1) ^ = (2w “I“ 1) -f- 2 (2w -j- I) ^2 -j- 3 (2 w -j" 1) -[- * * * 

+ {2n + 1) i2m + 2) + ^ 

+ (2w + 1) (2w 4-3) + 2 . 

xv" ^ 2 a 2 X + 6a^x^ 4 • • * + (2w4 2) {2m 4 1) 

4 {2m 4 3) {2fn + 2) • 

Da die Summe Null sein soll, so genügt man der Gleichung, wenn 
man die Koeffizienten der einzelnen AP-Potenzen in der Summe NuU 
setzt. Das führt zu den Gleichungen 

<*1 = 0 

«0 + 4(^4-1) <*2 =0 
<*1 4 3 (2a^ “b 3) = 0 

<*2 ”i” 3 (w 4 2) <*4 = 0 

«2m + ^m+2 '2 (2w 4 2) (m 4 w 4 1) = 0 

«am+i + « 2 m+s (2»» + 3) (2 (» + w) H-3) = 0. 
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Man berechnet daraus 


= 0 

1 1 

da —— ~ ^ CLn 

^ 4 w -|- 1 ® 


d, — f ^ I 1 

^ ^ %-fl w+2 w+m ^0 

^2in + i = 0 

So findet man als Losung schließlich 


( 1 ) 


m=acO 

= «0 H (— 1)” 

w = 0 


1 1 


2 ** w* Äs»w 

17 (w + Ä) 
Ä = 1 


X 


Da diese Potenzreihe nun offenbar einen von Null verschiedenen Kon 
vergenzradius hat so ist nachtraghch emzusehen daß unser Verfahren 
das ein ghedweises Differenzieren der Reihe usw benutzte in Ord 
nimg ist 


Die Methode die wir hier verwendeten heißt Methode der un 
bestimmten Koeffizienten Wir werden sie noch häufig bei der Inte 
gration der hnearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwenden 
Ich setze nun noch wie ubhch 


und bezeichne 


«0 


1 1 

2 r(« + i) 


(2) /„W=2 


X 


v= 


^ (—I)m_^__ 1 

^ 2"+2">r(»»+l) /'(W + Jt-i-l') 


/^n+2m 


Man nennt die hierdurch dargestellte ganze Funktion die BESSELScÄe 
Funktion n t&f Ofcinung^ 

2 Nullstellen Über ihre Nullstellen bekommen wir Aufschluß 
wenn wir durch die Substitution 



Wir ■wollen uns jetzt nicht dabei a'ulbalten nachzuweisen daß das ge 
fundene das einzige bei nr = 0 endhche Integral ist Denn später S 219 •wird 
sich das aus allgemeinen Methoden ganz von selbst ergeben Bei nicht ganz 
zahhpm n allerdings kann man sich davon sehr leicht im Rahmen der eben an 
gestellten Rechnung uberzeugen Man braucht nur statt -wie eben in dem An 
Satz u « posiüv zu nehmen y = (n > 0) anzusetzen Man findet 

dann wieder für v eine konvergente Potenzreihe Aber y wnd nun bei äf = 0 
unendhch unterscheidet sich also von der ersten Losung nicht bloß um Ainan 
konstanten Faktor und bildet daher mit dieser zusammen ein Fundamental 
System Daher sind alle anderen Lösungen bei z = 0 unendhch Die Durchführung 
zeigt daß nur für nicht ganzzahliges n ein neues Integral /_„(*) gefunden wnd 
Für ganzzahhge » aber wird sinnlos Wie man hier ein zweites nicht end 

liches Integral findet wird sich S 220 ergeben 
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von der BESSELschen Differentialgleichung zu einer anderen über¬ 
gehen, in der die erste Ableitung fehlt. Die durch 

erklärte^ Funktion genügt dann der Differentialgleichung 



Da mit wachsendem x der Koeffizient gegen Eins strebt, so strebt 
nach S. 172 der Abstand zweier aufeinanderfolgender Nullstellen mit 
wachsender Nummer gegen Ji. Ich betrachte die positiven NuUsteUen 
von z{x) und denke sie mir der Größe nach numeriert. Da sie sich 
im Endlichen nach S. 156 nirgends häufen, und alle einfach sind, so 
bilden sie eine monoton gegen Unendlich wachsende Zahlenfolge. Zu 
jedem £ > 0 gehört eine ganze positive Zahl k — k{s), so daß 

1 — e < 1 — < 1 + e für x’^x^.. 

Für die ß-te auf folgende NullsteUe ist daher nach S. 172 






(1 — e) < ^ < 


(1 + e). 


Daher ist 


(i-- 


k 


{l-e) + 


kn 




k n 




Daher gibt es eine positive Zahl (e), so daß für ^ [e) 

1 

Daher ist 


.2£<<ü:±-^ii'<l + 2£. 

^ß+h 


lim — = 1, 

wofür man vjt zu schreiben pflegt. 

8. Orthogonalsystem. Nunmehr betrachte ich die Frmktion 

(4) VW = 

Sie genügt der Differentialgleichung 

// I /oo 4w® — 


v" + (a*-^^^)v = o. 


Ich fasse X als Parameter auf und suche ihn so zu bestimmen, daß 
die Differentialgleichung Lösungen besitzt, welche bei ^ — 0 und bei 
X verschwinden. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn X 
einer Nullstelle von Jn[^) gleichgesetzt wird. Denn ist 

^ Unter 'fsc sei der positive Wert verstanden. 
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bei a: = 0 Nun aber es ist auch für ^ = 1 Null Denn es ist /„ (a^) = 0 
Ist aber ip(l) =0 so ist yA/n(A) = 0 d h A einer der Nullstellcn von 
/nW gleich (oder Null) Diese Eigenfunktionen sind nach S 168 zu 
einander orthogonal Daher sind alle reell Denn sonst mußten 
zwei konjugiert imaginäre Eigenfunktionen als zu verschiedenen Eigen 
werten gehörig zueinander orthogonal sein ohne daß die Eigenfunktionen 
identisch verschwinden Das geht aber nicht an Die Eigenfunktionc n 
sind aber noch nicht normiert und ^ seien zwei beliebige Werte 
des Parameters A also nicht unbedingt Eigenwerte Ich setze 

y>ß = fKx /„ (A^ x) und y = (A^ x) 

Ich schreibe die beiden Differentialgleichungen 

an multipliziere die erste mit y, die zweite mit ipf^ und subtrahiere 

— W = — W 

Nun untegnere ich von Null bis Ems und erhalte 

1 

V/t (1) Vv (1) ~ Wv (1) Wh (1) = (A — A^) / WhWv 

0 

Wenn insbesondere A» und A^ zwei verschiedene Eigenwerte sind dann ist 

WA^) = Wm(}) =0 
1 

/ WhWv äx = 0 
0 

und wir haben aufs neue die Orthogonalitatseigcnschaft Nun schreibe 
ich aber bei beliebigen Xju das Resultat unter Verwendung von (4) so 

Jni^/i) Jn{^ ) — J ) JniU C 

+ A riri;:-=Jyfu 

0 

und mache den Grenzubergang Nach den Regeln der Diffc 

rentialrechnung erhalt man dann 

n {^m) Jn i^ju)Jn i^fx) In = 2 J yj^idx 

Wählt man nun für einen Eigenwert so hat man wegen (a^) =r 0 
1 

Dividiert man also die 

Wni^) 
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durch 

so erhält man die normierten Eigenfunktionen 

deren Quadrat von Null bis Eins integriert den Wert 1 liefert. 

In den Jn{o(>iuX) schreiben sich die abgeleiteten Orthogonalitäts¬ 
relationen so: 

1 

S xJ„{x^x)-J^{a^x)dx = 0 {/« + »') 

0 

1 

SxJl[a.^x)dx = \J'^{iiL^). 

4. En^cklungssatz. Nun erhebt sich weiter die Frage nach den 
Entwicklungen nach diesem Orthogonalsystem. Die Überlegungen der 
§§ 1 bis 4 sind hier nicht ohne weiteres verwendbar. Denn die dort ge¬ 
machten Voraussetzungen sind nicht erfüllt. Bei x liegt ja ein Pol 
der Koeffizienten. In der Tat bemerkten wir ja auch schon S. 186 und 
werden es S. 220 näher bestätigt finden, daß es bis auf einen konstanten 
Faktor nur eine bei ä; = 0 endliche Lösung von (5) gibt. Dementspre¬ 
chend haben wir es hier mit einem anderen Randwertproblem zu tun, 
als den bisher behandelten. Es handelt sich hier darum, Funktionen 
zu betrachten, die bei = 0 endlich bleiben und die bei x = \ ver¬ 
schwinden. 

Ein ähnliches 'Randwertproblem kommt auch bei den Kugelfunk¬ 
tionen vor. Hier bei den LEGRENOREschen Polynomen handelt es sich 
um die bei ä; = + 1 und bei = — 1 endlichen Lösungen von 

Wir werden sie später S, 23S ff. bestimmen lernen. 

Wir dürfen hier um so eher auf eine weitere Darlegung verzichten, 
als die Entwicklung nach BESSELschen Funktionen in dem dieser Samm¬ 
lung angehörigen Buch von Courant und Hilbert: Methoden der 
mathematischen Physik, eine ausführliche Darstellung gefunden hat. 
Zugleich möchte ich noch auf die sehr einfache und elegante Dar¬ 
stellung hinweisen, die Herr Prüfer kürzlich in den Mathematischen 
Annalen Bd. 95 gegeben hat. Er hat in dieser Arbeit, die auch in den 
§§ 1 bis 4 wesentlich herangezogen wurde, gezeigt, wie sich seine Methode 
auch für die BESSELschen Funktionen und für die LEGENDREschen 
Polynome umbauen läßt. 
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§ 6 Zusammenhang mit der Theorie der 
Integralgleichungen 

Wir dürfen nicht zu anderen Fragen ubergehtn dit wir nitht 
wenigstens in großen Zugen den Zusammenhang der R indwtrtpioblt im 
mit der Theorie der Integralgleichungen aufgcdcckt haben Wii /(igtn 
ihn wieder am Beispiel der ersten Randwertaufgabe Es sei du Diffe¬ 
rentialgleichung 

SO beschaffen daß für A = 0 eine gegebene Randwert au fg ibt (ß) von 
S 163 nicht lösbar ist Dann besitzt diese Gleichung wu wn wisse n 
eine GREENsche Funktion G{x f) Somit gilt nich (11) S 161 für 
die den Randbedingungen (6) der S 163 genügende I osung von (I) 
die homogene Integralgleichung 

b 

y(x) = -^SG(x i)di 

Ebenso findet man für die an den Rändern vtrschwmdtndi I osung 
der inhomogenen Gleichung 

+ + + = o 

die inhomogene Integralgleichung 


b j 

(4) y = -hSG(x i) r(i) y(i) di-fG(xi) s(i) di 

Unsere Satze lehren also daß die Alternative besteht wonich tnt- 
wedCT Je homogene oder die inhomogene IntegralgUichung lösbar 
st Beide zugleich sind aber nur für gewisse Funktionen <i(x) lösbai 
Ferner wissen wir daß die homogene Gleichung nur für «wisst higtn- 
w^e durch gewisse Eigenfunktionen y,{x) lösbar ist Dust stt/t 
gleichlautenden Satze über allgtmemtrt hmart 
soSfdiT“,,“'« Kern K(» {) Symmtns.h 

Wir betrachten dann die beiden Integralgleichungen 

b 

Vi^)-^lK{x i)q,{i)di = 0 


0 

^ W - K{x i)(p (i) di = y, (x) 

U^r dm Kem ist dabei vorauszusetzen daß er stetig ist für a ^ 6 

-i^ö oder daß er doch wenigstens quadratisch intcgncrbar ist! 
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d. h. daß das Integral 

hh 

! S\K{x.i)fdxcL^ 

a a 

konvergiert. Die von unseren Randwertproblemen herkommenden 
Integralgleichungen sind anscheinend nicht mit einem symmetrischen 
Kern versehen. Denn der Kern scheint G {x, |) r (^) zu sein. Man kann 
aber z. B. die Integralgleichung (2) sofort auch so schreiben 

b 

(7) y{x) /TR + Xfi7{^)G{x.$) ir(i) •y(f) Y7W)dS = 0. 

a 

Setzt man dann 

y{x)ir{x) = q>{x). ir{x)G{x,y) f7(^= — K{x,^), 

so geht sie in die Gleichung (5) über. Man kann die Theorie dieser 
Integralgleichungen selbständig entwickeln, wie es Fredholm, Hilbert, 
E. Schmidt getan haben, und hat damit einen neuen Zugang zu den 
Randwertproblemen. Auch der Entwicklimgssatz gilt für die Eigen¬ 
funktionen dieser allgemeineren Integralgleichungen. 


§ 7. Geschlossene Integralkurven. 


1. Extremalen. Der qualitative Verlauf der Lösungen gewisser 
Gleichungen zweiter Ordnung ist Gegenstand vielfältiger Untersuchung 
gewesen. Es handelt sich dabei einerseits um lineare Differential¬ 
gleichungen, die wir in den vorausgegangenen Paragraphen ausführlich 
behandelt haben. Andererseits sind die Lösungen gewisser nichtlinearer 
Differentialgleichungen eingehend durchforscht. Ich will hier im An¬ 
schluß an eine Arbeit von Birkhoff^ einiges herausheben. Die Glei¬ 
chungen, welche wir betrachten wollen, sind von relativ spezieller Ge¬ 
stalt. Es sollen die EuLERschen Gleichungen gewisser definiter Variations¬ 
probleme sein. Die Aufgabe, Kurven so zu bestimmen, daß das Integral 

(1) J S F{x,y,x',y') dt 

i, 

möglichst klein wird, führt auf die beiden Differentialgleichungen 


( 2 ) 


d /dF\ dF d /dF\ dP 

dt\dy) dx dt[dy') ‘dy 


die man die EuLERschen Gleichungen des Variationsproblemes nennt. 
Die Funktion F sei samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einem 
gewissen Bereiche B stetig. 

^ Dynamical Systems with two degrees of freedotn, Trans, amer. math. Soc. 
Bd. 18, S. 199 bis 300. 1917. 
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Daß die gesuchten Kurven den beiden Differentialgleichungen gc 
nugen müssen sieht man nach den Regeln der Variationsrechnung 
so ein 

Es sei ä; = y —y {t) für ^ ^ ^ ^ Kurve aus B welche 

die Punkte [xq y^) und (% y^) verbindet x und y seien in diesem 
Intervall zweimal stetig differenzierbar h sollen die den beiden 

Punkten {xq y^) und (% y^) entsprechenden Werte des Parameters t 
sem X = xlt) + 8r]i{t) y = yif) stelle für alle e mit genügend 

kleinem absolutem Betrag Kurven aus B dar welche dieselben Punkte 
verbinden es sei also =^ 2 (^ 0 ) ^lUnd 

7}2 seien stetig differenzierbar e sei ein Parameter Für diese Kurve wird 
das Integral 

t 

t 

und diese Funktion von s soll für e = 0 ein Minimuna besitzen Da 
her muß die Ableitung nach e für e = 0 verschwinden Differentiation 
aber liefert 


t 



Durch partielle Integration kann man dies Integral auf die folgende 
Form bnngen 


Die ausmtegnerten Bestandteile fallen dabei weg weil rji und am 
Anfang und Ende des Intervalles verschwinden soUen Soll nun aber 
dieses Integral bei behebiger Wahl der Funktionen rji und rj^ ver 
schwmden so müssen wie man leicht nachweist die beiden Klammem 
NuU sem Das smd aber gerade die linken Seiten der beiden EuLCRschen 
Differentialgleichungen Ware z B die erste Klammer die nach den 
geinachten Voraussetzungen eme stetige Funktion von t ist nicht über 
all Nidl so gäbe es em Intervall io + h ^ - k{h > 0 k>0) 

m dem sie von Null verschieden ist Dann wähle man = 0 für tg ^ t 
^tg + h und fax — aber rji <0 iur ig + h < t < L — k 

^er 1^2 — 0 für tg^f^ Bei dieser Wahl von rj^ und rj 2 wäre 
aber das in (3) vorkommende Integral nicht Null 

Emern ^ser welcher dieser Betrachtung aufmerksam gefolgt ist 
wd sich die Bemerkung schon aufgedrangt haben daß den beiden 
Differentialgleichungen (2) nicht nur diejenigen Kurven genügen welche 
hlemeren Wert erteilen als alle genügend bt 
nachbaxten Kurven sondern auch die für welche es großer wird als 



§ 7. Geschlossene Integralkurven. 


193 


für die Nachbarkurven, sowie überhaupt alle die Kurven, für welche 
es einen stationären Wert bekommt, d. h. für welche jene Ableitung 
nach e für fi = 0 und beliebige und rj^ verschwindet. Wegen dieses 
Sachverhaltes nennt man auch die Lösungen von (2) mit einem etwas 
neutraleren Namen: Extremalen, 

2. Fragestellung. Die Frage, deren Lösung das Weitere gewidmet 
ist, ist nun die nach den geschlossenen Extremalen. Für die Methoden, 
die wir verwenden, ist die Heranziehung des Variationsproblemes 
charakteristisch. Wir erhalten damit zugleich eine Probe für das Ein¬ 
greifen der Variationsrechnung in die Theorie der Differentialgleichungen. 
Das sind Dinge, die sich leicht noch viel weiter verfolgen ließen, und 
ein anderes Buch dieser Sammlung läßt noch mehr die Bedeutung dieses 
Ansatzes hervortreten^. 

Die Schwierigkeiten, auf die sich die Methode wird einstellen müssen, 
liegen darin, daß die Art des Extrems noch recht verschieden sein kann. 
D. h. die Menge der Kurven, innerhalb deren die geschlossene Extre- 
male ein Extrem liefert, kann recht verschieden sein. Z. B. kleinerer 
Integralwert als alle genügend benachbarten Kurven, oder nur kleinerer 
Wert als gewisse genügend benachbarte Kurven oder auch nur über¬ 
haupt stationärer Charakter. Man muß nur an die analogen Verhält¬ 
nisse bei den Maxima und Minima der Funktionen einer oder zweier 
Veränderlichen denken, um sich klarzumachen, daß es auch Extre- 
malen geben wird, die weder ein Minimum noch ein Maximum liefern. 
Sie werden den Sattelpunkten der Flächen entsprechen. 

Birkhoffs Verdienst gegenüber seinen Vorgängern ist es, alle diese 
verschiedenen Vorkommnisse ausgenutzt zu haben. Er hat allen diesen 
Möglichkeiten durch besondere Methoden Rechnung getragen. Wir 
wollen im folgenden darzustellen versuchen, welche Gedanken da aus¬ 
schlaggebend sind. 

Die Beweismethoden stützen sich namentlich auf einen bestimmten 
Satz der Variationsrechnung, den wir nun zuerst angeben wollen und 
dessen Heranziehung die Beschränkung auf Variationsprobleme be¬ 
stimmter Art, nämlich auf die sogenannten positiv definiten Variations¬ 
probleme erfordert*. 

Zunächst sei erwähnt, daß F[x,y,x',y') eine positiv homogene 
Funktion von x' und y' von der Ordnung Eins sein soll, d. h. es soll 
F{x, y, kx\ ky') ^ kF{x, y, x', y') sein für k >0. Der Sinn dieser 
Voraussetzung ist der: Unabhängigkeit des Integrales von der Wahl 
des Parameters t, für den Fall, daß zu einem anderen Parameter r 


1 Courant-Hilbert: Methoden der mathematischen Physik. 

* Wegen der hier aufgezählten Tatsachen aus der Variationsrechnung vgl. 
man z. B. O. Bolza: Vorlesungen über Variationsrechnung. Leipzig: B.G.Teubner 
1909, 

Bisbbrbach, DifferentiaJgleichungen. 3. Aufl. 
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ubergegangen wird der mit t zugkich wuhst tlinu ■wiid ntnilnh 

dt _ dx _ £2.i£> j! / 11 

dx k dt dt dt ~ dx 


Das Vanaüonsprobkm htißt difimt winn in dun /UM'mdi 
gelegten Bereich B der x y hir bdubigi niihi gliith/iiti} vii ihviiii 
dende x' und y' die Funktion 1 -^{x y x y') von i nu rh i Voi/i ic h« n i t 
Dabei ist durch 


d r 

dy ‘ 


= x'^F^ 


dl 

dt’ dy 


X v'l 1 


d*l 

dt' 


V-/ 


1 


dehmert Im halle des Minimums muß nuiunlluh / t (I siiii und 
so wollen wir weiter Fjl > 0 voraussi t/( n Du si Voi uissi t/mif,'« n iml 
z B fvT F ^ ^ax'^ + 2b X y' i i y'* )■ kx' | ßy ii füllt wtnn nun 
a>0 ac — h^>0 voraussitzt a h c ot, ß sind dd«i lunktimun 
von X und y Zu unserem Problim gehört fui ot ß i) luinintlnli 
das der geodätischen Limen luf einer Id’Uhi den u <iste 1 tmel inu nt il 
form durch s'« = aa;'» + 26*'/+ cy'» crkllrt ist Im Satz du 
Variationsrechnung lautet nun so Satz 1 Wtnn du l miKtum / »ut 
%hrm Ahlntungen der beiden eriten Ordnungen in ttmm lUrtuh Ji do 
X y für beliebige meU gleichzeitig verschwindindt x' \' ist ,ttin 
Fl >0 ist so kann man jedem Punkt P von B tim Vmgibtmg uotdtun 
derart daß man von P nach jedem Punkt dersilbtn iintn I xtrttndhnfidgtn 
ziehen kann der ganz in dteier Umgebung verlauft und dir dtm InU 
gral (1) einen kleineren Wert erteilt als jtdi andirt in dir l mgihung 
verlaufende die beiden Punkte verbindendi abtetlungsuust stttig di/(t 
renzterbare Kurve Man kann die Umgebung so klttn hdhlai daß das 
über die Extremalenbogen erstreckte Integral etnin Wirt nicht größte 
als eine behebig vorgegebene Zahl e bekommt SiU man «u is von mm 
an geschehen soll weiter voraus daß Jb ' Q sit für allt x v des lii 
reiches und beliebige x' y' so ist der Inügrakeert sogar klt intr als dir 
zu irgendeiner anderen in B verlaufenden die baden Punkit virbiHdindtn 
Kurve gehörige Integralwert^ Dann gehört jeder Punkt i\ dir mit ttium 
Punkt P durch eine abteilungsweise stetige Kurvt iirbundt» ist fiir du 
der Jntegralwert kleiner ist als das s einer e Umgebung im P i# dusir 
s Umgebung kann also mit P durch eine hxtrcmali xHrhundtn Hinten 
derenlntegralwertkleinerahsist Ein dien lufge/tihlt»iiVeHutlssi t/miK«n 
genügendes Vanationsproblem heißt positiv und {xisitiv defuut Ikini 

«Wanten Problem der geodätischen I inu n sind alle Vor ms*« t/miK* n 
erfüllt ^ 

Die Problemstellung selbst ist uns aueh bei den (deuhmiKen e i d«i 
Ordnung nicht fremd gewesen Man rufe sieh nui de n S it/ von S Kl 
ms Gedächt nis zuruck Er behauptet unmittelbar die I «cistenz son g« 

^ Wir nennen sie dann eine e Umgebung 

* Wegen des Beweises sei auf Botza Vamtionsreehnung S 27tfl urstuun 
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schlossenen Integralkurven in Bereichen folgender Beschaffenheit: Legt 
man durch einen Punkt des Bereiches eine Integralkurve, so verläßt 
sie in ihrem weiteren Verlauf den Bereich nicht und mündet auch nicht 
in einem singulären Punkt. 

Hier wollen wir Bereiche B betrachten, die in folgendem Sinne 
konvex sind: Es soll eine positive Zahl rj geben derart, daß zwei Punkte 
des Bereiches sich stets dann durch einen dem Bereich angehörigen Extre- 
malenbogen verbinden lassen, wenn es eine Kurve gibt-, die beide verbindet 
und für die das Integral (1) einen Wert kleiner als rj annimmt. Man kann 
das kurz ausdrücken, indem man sagt: Zwei genügend nahe beieinander 
gelegene Punkte des Bereiches lassen sich durch einen Extremalenhogen 
verbinden, welcher vollständig dem Bereich angehört. Konvex in diesem 
Sinne wird also z. B. eine geschlossene Fläche sein, und wenn wir weiter¬ 
hin beweisen, daß es in einem konvexen Bereich geschlossene Extre- 
malen gibt, so liegt darin insbesondere der Satz begründet, daß es auf 
geschlossenen Flächen geschlossene geodätische Linien gibt. 

3, Die Methode von Signorini. Zunächst suchen wir geschlossene 
Extremalen vom Minimaltypus, die also einen kleineren Integralwert 
liefern sollen als alle benachbarten Kurven. Da gilt folgender 

Satz II: Vorgelegt ist ein konvexer Bereich"^ B. In seinem Inneren 
liegt eine geschlossene rektifizierbare Kurve E, für welche J ^ Jq ist bei 
passender Wahl von /o- E soll nicht unter Festhaltung von / ^ /o 
halb B auf einen Punkt stetig zusammengezogen werden können. Dann 
kann E stetig in eine geschlossene Extremale deformiert werden^, für 
welche auch / ^ /o ist und die vom Minimaltypus ist, entweder in bezug 
auf alle genügend benachbarten Kurven, oder doch wenigstens in bezug 
auf die ihr auf einer ihrer beiden Seiten genügend benachbarten Kurven. 
In diesem letzteren Falle ist sie eine Randkurve des Bereiches. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einer von Signorini® zuerst 
verwendeten sinnreichen Methode. Durch sie wird das Problem auf 
eines der gewöhnlichen Minima zurückgeführt. 

Wir gehen zunächst von der in B gegebenen geschlossenen rekti¬ 
fizierbaren Kurve E zu einem aus Extremalenhogen gebildeten Polygon 
über. Wir dürfen annehmen, daß E keine geschlossene Extremale ist; 
denn in diesem Falle brauchen wir nicht zu beweisen, daß E in eine ge¬ 
schlossene Extremale deformiert werden kann. Wir teilen E in n Teil¬ 
bogen ein, derart, daß längs eines jeden derselben das Integral einen 


^ Statt dessen genügt es auch, voraus 2 aiset 2 en, daß man diejenigen Rand¬ 
kurven, die nicht konvex sind, mit Kurven, deren J /o Ist, nicht beliebig 
genau approximieren kann. 

® Der hier gemeinte Deformationsprozeß wird während der Beweisführung 
näher beschrieben werden. 

* Palermo Rendiconti 33 (1912). 
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Wert bekommt kleiner oder gleich^ ^ und derart daß der Endpunkt 
eines jeden Bogens einer seinem Anfangspunkt auf Grund von Satz I 
zugeordneten Umgebung angehort^ Weiter soll ^ sein® d i die 

bei der Defmition des konvexen Bereichs verwendete Zahl 

Man kann dann nach Satz I den Anfangspunkt eines jeden Bogens 
mit seinem Endpunkt durch einen Extremalenbogen verbinden Das 
aus diesen Extremalenbogen gebildete Polygon E' -- das nicht frei 
von Selbstuberschneidungen zu sein braucht — erteilt bei passender 
Wahl® seiner Eckpunkte dem Integral einen Wert kleiner als /o Ferner 
kann man das Polygon E durch stetige Deformation aus E herstellen 
Um das einzusehen betrachte man einen einzelnen der n Bogen von 
E Man lasse einen Punkt P diesen Bogen durchlaufen und betrachte 
dabei ständig den Extremalenbogen welcher vom Anfangspunkt des 
Bogens von E zu P hinreicht Dieser Extremalenbogen ändert sich 
stetig mit P Und so geht der Extremalenbogen durch stetige Ab 
anderung aus dem entsprechenden Bogen von E hervor Nunmehr 
betrachte man in B irgendwelche n Punkte P^ folgender Art P^^.^ 
heiße der auf P^ folgende Punkt P^ wofür wir auch P^^^ schreiben 
folge wieder auf P^ So hat jeder Punkt P^ einen Vorgänger und einen 
Nachfolger Jeder Punkt soll weiter in der seinem Vorgänger nach 
Satz I zugeordneten Umgebung und überdies so nahe bei diesem hegen 
daß das Integral (1) über den beide nach Satz I verbindenden Extre 

malenbogen höchstens gleich — wird 

Der Integralwert des so durch P^ P^ bestimmten Polygons 
werde als Funktion der P^ mit / (P^ P^) bezeichnet Dies ist dann 

eine stetige Funktion der P* die in einer gewissen abgeschlossenen* 
Menge eines 2 n dimensionalen Raumes der Koordinaten {x^ der 
P, erklärt ist und in diesem Bereiche nur Werte nicht über /o annimmt 

^ Dazu geht man auf der Kurve von einem beliebig gewählten ersten Teil 
punkt so lange weiter bis der Integralwert gerade gleich geworden ist Hier 

legt man den zweiten Teilpunkt hm usw 

^ Dazu muß man nur n hinreichend groß annehmen 

® Da (£ keine geschlossene Extremale sein soll so gibt es auf ihr Punkte P 
die nicht innere Punkte von angehongen Extremalenbogen sind Man wähle 
dann einen Punkt vor P und einen Punkt hinter P als Anfang und Ende eines 
Bogens von (£ Dieser gibt nach Satz I dem Integral (1) einen kleineren Wert 
als der entsprechende Bogen von (£ Wie man dann auch die übrigen Eckpunkte 
von © wählen mag sicher liefert (S einen kleineren Integralwert als 6) 

^ Hat man eine Folge von Polygonen derart daß immer P« 

in der Umgebung von Pjki hegt und konvergieren die P*^ gegen P; für 
r -► cx> so hegt immer P^ in der ^ Umgebung von P*_i 
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Diese Menge kann aus mehreren getrennten Stücken bestehen; wir 
betrachten diejenige maximale^ zusammenhängende abgeschlossene Teil¬ 
menge, der der repräsentierende Punkt des zuerst erhaltenen Poly- 
gones E' angehört. In einem gewissen Punkt ® dieser Menge besitzt 
J (Pi . . , P„) sein absolutes Minimum in bezug auf diese Menge. Diesem 
Punkt entspricht eine Kurve, welche durch stetige Abänderung aus 
gewonnen werden kann. Denn man kann ja in der Menge den Minimums¬ 
punkt (g mit dem Ausgangspunkte E' durch eine stetige Kurve ver¬ 
binden. Jedem Punkt der Verbindungskurve entspricht ein Extremalen- 
polygon, und diese ändern sich stetig mit dem repräsentierenden Punkt. 
Nun aber muß das dem absoluten Minimum entsprechende Polygon ® 
eine einzige geschlossene Extremale sein^. Ich nehme zum Beweise 
an®, es käme eine echte Ecke vor, d. h. ein im bisherigen Sinne ver¬ 
standener Eckpunkt des Polygones E, der nicht innerer Punkt eines E 
angehörigen Extremalenbogens ist. Diese Ecke möge bei liegen. Die 
Bogen Pi P 2 und P^ P 3 bilden die Ecke. Das über beide erstreckte Integral 

ist höchstens gleich 2*^. Nehme ich auf jedem der beiden Bogen in 

hinreichender Nähe der Ecke Pg einen Punkt P[ und P 3 an, so kann 
man beide sicher durch einen einzigen Extremalenbogen verbinden, 
über den das Integral nach Satz I einen kleineren Wert bekommt als 
über PJP 2 P 3 , Also ist auch das über P^P'PgPg erstreckte Integral 

kleiner als Daher kann man auf dem Bogen PiPg einen Punkt 

Pg so bestimmen, daß sowohl das Integral über Pj^P^Pg wie das Inte¬ 
gral über Pg P 3 P 8 kleiner sind als . Daher kann man nach Satz I 
mm sowohl mit Pg wie Pg mit Pg durch je einen Extremalenbogen 
verbinden; für beide wird das Integral kleiner als ■^. Über Pj^PgPg 

wird überdies das Integral kleiner als über P^PiP^Ps und dies war 
kleiner als das über P-,^P^P^. Ersetzt man also die Ecke Pg durch P 2 , 
so erhält man ein neues Polygon, das ein kleineres Integral liefert. 
Das widerspricht der Minimaleigenschaft des Polygons P^, Pg,. .P„. 
Also besteht unser Extremalenpolygon aus einer einzigen geschlossenen 
Extremalen. Sie kann im Innern oder auch im Rand des Bereiches 
verlaufen. A priori wäre es aber auch denkbar, daß sie nur einzelne 
Punkte mit dem Rande gemeinsam hat. Dies kann aber noch durch be¬ 
sondere hier nicht durchzuführende Betrachtungen als unmöglich er¬ 
kannt werden. Ebensowenig will ich hier des näheren ausführen, daß 

^ n. h. daß sie nicht echte Teilmenge einer anderen zusammenhängenden 
Teilmenge sein soll. Zusammenhängend heißt eine abgeschlossene Menge, wenn 
man sie nicht als Vereinigungsmenge abgeschlossener punktfremder nicht leerer 
Mengen darstellen kann. 

2 In jeder Ecke haben dann die beiden Polygonseiten die gleiche Tangente. 

® Die nun folgende Schlußweise verdanke ich Herrn R. Brauer. 
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die geschlossene Extremale einen Integralwert liefert der von keiner 
ihr im Bereiche genügend benachbarten Kurve unterschritten werden 
kann Denn hier kommt es uns mehr auf die geschlossenen Losungen 
unserer Differentialgleichungen als auf die Extremaleigenschaften der¬ 
selben an 

4 Zusatze Als Anwendung des so bewiesenen Satzes ergibt sich 
z B folgendes Auf jeder geschlossenen Flache deren Geschlecht 
mindestens Ems ist gibt es geschlossene geodätische Limen m untnd- 
hcher Anzahl Denn man uberzeugt sich leicht daß es unendlich viele 
geschlossene Kurven von topologisch verschiedenem T 3 rpus gibt d h 
Kurven die sich nicht auf der Flache ineinandei deformieren lassen 

Der Satz II behauptet ganz und gar nicht daß jeder mehrfach 
zusammenhängende konvexe Bereich geschlossene allerkürzeste Extre- 
malen m seinem Inneren enthalt Tatsächlich gilt auch ein solcher Satz 
nicht wie man an dem Beispiel eines zweifach zusammenhängenden 
Stuckes einer passend gewählten Rotationsfläche sehen kann Dieselbe 

möge dadurch entstehen daß man das über — y ^ -Y" gelegene 

Stuck der Kurve y =smx um die sie nicht treffende Gerade 3 / = — 2 
rotieren laßt Das zweifach zusammenhängende Stuck ist von zwei 
aufemanderfolgenden Kehlkreisen begrenzt Alle dem Flachenstuck 
angehongen nicht auf einen Punkt zusammenziehbarcn Kurven sind 
langer als diese Kehlkreise Diese Kurven des absoluten Minimums 
hegen also nicht im Bereichinneren Gleichwohl befinden sich in dem 
Bereich geschlossene Extremalen nämlich der Kreis der weitesten 
Ausbuchtung Unsere Methode liefert also keine Handhabe die Existenz 
derselben zu erkennen Dann hegt schon eine Andeutung für die Trag 
weite der Methode Man kann darüber mit Birkhopf noch eingehendere 
Erörterungen anstellen Jedenfalls wird es notig andere Methoden 
auszudenken mit welchen man auch andere Sorten von geschlossenen 
Extremalen gewinnen kann andere d h solche die nicht einen kleineren 
Integralwert hefem als alle genügend benachbarten Kurven 

5 Minimaxmethode Zu einer solchen Methode fuhrt uns die Be¬ 
merkung daß unter einer gleich zu nennenden weiteren Voraussetzung 
über das zu behandelnde Vanationsproblem jeder innere Punkt des 
vorhin betrachteten Polygonraumes in dem alle ersten partiellen Ab 
leitungen von J{Pi P^) verschwinden entweder eine NuHkurvc 
d h eine in emen Punkt ausgeartete Kurve (/ = 0 ) oder aber eine ge 
schlossene Extremale hefert Diese neue Voraussetzung soll dann be¬ 
stehen daß keine diskontmuierhchen d h mit Ecken versehenen 
Losungen Vorkommen In der Vanationsrechnung wird gezeigt^ daß 
diese Bedingung damit gleichbedeutend ist daß zu jedem Punkt x y 


^ Vgl z B O Bolza Vorlesungen über Variationsrechnung S 367 
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immer höchstens ein Wertepaar ä;', y gehört, für dasundge¬ 
gebene Werte annehmen. Nennen wir nun ein Extremalenpolygon, für 
das die ersten Ableitungen von / (Pi.. • Pn) entsprechenden Punkt 
des Polygonraumes alle verschwinden', zum Unterschied von den bisher 
betrachteten Minimumpolygonen ein Minimaxpolygon und nehmen an, 
es habe eine Ecke Pi, so denke man sich dieselbe unter Beibehaltung 
der übrigen auf einer beliebigen stetig und stetig differenzierbaren 
Kurve x ^ x{r), y = yi't) verschoben^, t = 0 möge dem Punkte Pj 
entsprechen. Das Integral J wird eine Funktion vonr, deren Ableitung 
bei T = 0 wegen der Minimaxeigenschaft verschwinden muß. Diese 
Ableitung wird aber: 



Dabei sind x^y die Ableitungen von x[r) und jy(T) für t = 0 und in 
den Klammern stehen die Werte der ersten Ableitungen von F für die 
beiden in der Ecke P^ zusammenstoßenden Extremalenbogen. Da diese 
Ableitung aber bei beliebiger Wahl der x, y verschwinden soll, so 
dF dF 

müßten doch und für verschiedene [x\ y') gleiche Werte haben, 

wenn wirklich eine Ecke verkommen soll. Dies widerspricht der neuen 
Voraussetzung, so daß das Minimaxpolygon keine Ecken hat. Es be¬ 
steht somit aus einer einzigen geschlossenen Extremalen. 

Nun kann man aber oft aus der Existenz von Minimumpolygonen 
auf die von Minimaxpolygonen schließen. 

Wir machen uns das wieder an der Funktion /(Pi. . . Pn) klar, 
die den Integralwert der Extremalenpolygone darstellt. In Frage kom¬ 
men diejenigen Stellen, an denen alle erste Ableitungen von / ver¬ 
schwinden. Darunter sind diejenigen, an denen / einen kleineren Wert 
annimmt, als an den Punkten der Umgebung: Minimumstellen. Dar¬ 
unter gibt es aber auch andere: Minimaxstellen. Aus der Existenz der 
Minimumpunkte und aus den topologischen Eigenschaften des Be¬ 
reiches, in dem man die Funktion / untersucht, kann nach dem BiRK- 
HOFFschen Gedanken auf die Existenz von Minimaxstellen geschlossen 
werden. Machen wir uns diesen Gedanken an dem einfachsten Fall 
einer Funktion von zwei Variablen /(%, x^ klar, die in einem zweifach 
zusammenhängenden Bereich samt ihren ersten Ableitungen stetig sei. 
Ihr absolutes Minimum sei m und werde an einer inneren Stelle des 
Bereiches angenommen, Man betrachte die Teilmengen, in denen 

/ (^1 > ^ • 

Ist A nur wenig größer als w, so wird die Teilmenge aus einem einfach 
zusammenhängenden Bereich bestehen. Soll sich dieser mit weiterwach- 

^ Dies ist möglich, weil das zu untersuchende Minimaxpolygon einem inneren 
Punkt des Polygonraumes entsprechen soll. 



200 II 3 Gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung im reellen C cbict 


sendem A über den ganzen Ringbereich ausbreiten so wird in einer 
gewissen Stelle für ein gewisses A eine Selbstberuhrung dir Randkurve 
auftreten müssen Ein Punkt aber in dem eine solche S( Ibstbe ruhrung 
emtntt ist einMimmaxpunkt Denn durch ihn gehen zwei Kurven iste 
auf deneneinem gewissen Wert Aq gleich ist Du sc btgunzen 
in der Umgebung des Selbstberuhrungspunktes einige Gebiete In zwei 
derselben ist / [x^ x^ > Aq in zwei anderen / [x-^^ x^ < Ao Dahc r sind 
in dem Selbstberuhrungspunkt alle ersten Ableitungen von / Null 
Wir haben einen Mimmaxpunkt 

Dies zur Erläuterung dessen worum es sich bei dem Birkuoi i sthtn 
Mmimaxpnnzip handelt Es versteht sich daß zu eine in wirklichen 
Beweis noch recht viel fehlt und leider ist bis heute kein Beweis be 
kannt der genügend allgemeine Falle erfaßte um die Beduifnisse der 
Theorie der Differentialgleichungen voll zu decken Am weitesten ist 
em Schüler Birkhoffs M Morse gekommen der in mehre ren Arbeite ii 
diese fruchtbaren Fragestellungen aufgegriffen hat^ 


6 Geschlossene geodätische Linien Um das Interesse an diesen 
Dingen noch etwas zu steigern will ich noch kurz darlegen wie man 
sich die Ausnutzung des Mmimaxpnnzips für das Problem der hxx^tenz 
der geschlossenen geodätischen Limen auf Flachen vom Geschlecht Null 
nach Birkhoff denken kann Vom Geschlecht Null ist dabei eine 
Flaeiie welche vom T 3 ipus der Kugel ist die also durch jede ihrer ge 
sehlossenen Kurven m zwei Kalotten zerlegt wird und die sich um 
kehrbar eindeuüg und stetig auf die Flache einer Kugel abbilden laßt 
Bei (hesem Problem leistet die früher benutzte Mmimumme thode nichts 
Aus dem S 195 aufgestellten Satz folgt nichts über du h xisten/ 
geschlossener geodätischer Linien Das Mmimaxpnnzip aber fuhrt /u 
dem folgenden Satz Auf jeder geschlossenen Flache vom Geschlecht Null 
gibt es geschlossene geodätische Limen Wesentlich für seine Zugkr ift ist 
es daß der hneare Zusammenhang des Raumes der Extre malpolygone 
hinreichend groß ist t 


woUen also zeigen daß bei passender Wahl von «der Raum 
der Extremalenpolygone emen linearen Zusammenhang besitzt der 
^destens zwei ist d h daß es in ihm mindestens eine gesehlosscne 
Kurve gibt die sich nicht in dem Raum stetig auf einen Punkt zu 
sammenziehen laßt Einer geschlossenen Kurve des Polygonraumes 
entspneht eme stetige Schar von ExtremaJenpolygonen auf der Flache 
s ai^elt sich darum eme solche Schar von Extre male nmlygonen 
anzugeben die man nicht durch stetige Deformation so ab Indern 


M Morse ReZations between the cntical points of a re il lunetion of n 
mdependentvMables Amer Trans Bd 27 1926 - The foundationsof a lbe orym 

of the calculns of vanations in the large in m spacc ^mer Trans Bd J1 1920 
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kann daß alle Kurven in beliebiger Nahe eines einzigen Punktes 
verlaufen 

Birkhoff selbst hat folgendes Beispiel angegeben Man betrachte 
Extremalenpolygone von der Art daß die einer Ecke P benachbarten 
Ecken in der dieser Ecke durch Satz I zugeordneten Umgebung hegen 
und wähle die Eckenzahl n so groß daß man ein dieser Bedingung 
genügendes Extremalenpolygon durch stetige Deformation über die 
ganze Flache hmubergleiten lassen kann Man wähle insbesondere die 
Deformation so daß die vorkommenden Polygone stetig von einem 
Parameter t abhangen (0 ^ ^ 1) und sich für ^ 0 auf einen Punkt P 

für ^ 1 auf einen anderen Punkt Q zusammenziehen Diese Punkte 

sind als ausgeartete Polygone aufzufassen Alle Ecken sind zusammen 
geruckt Wir sprechen von Nullkurven weil für dieselben 7=0 wird 
Man verbinde P und Q noch durch eine stetige Kurve auf der Flache 
deren Punkten Nullkurven entsprechen wenn man sie als ausgeartete 
Extremalenpolygone auffaßt Dieser stetigen Deformation entspricht 
eine Kurve des Polygonraumes die den bei der Deformation verwendeten 
NuUkurven entsprechend ein Stuck weit in dem Teilraum des Polygon 
raumes verlauft der den Nullkurven entspricht und der in umkehr¬ 
bar eindeutiger stetiger Beziehung zu der geschlossenen Flache vom 
Geschlecht Null steht Denn jedem Punkt derselben entspricht genau 
eine Nullkurve Nun läßt sich zeigen daß man die Kurve nicht so de¬ 
formieren kann daß sie ganz in der Flache der Nullkurven verlauft 
Und dies ist gleichbedeutend damit daß man sie nicht auf einen Punkt 
zusammenziehen kann 

Der Beweis stutzt sich auf den folgenden einleuchtenden hier 
nicht naher zu begründenden Satz aus der Analysis situs^ Wir be 
trachten eine Schar von geschlossenen Jordankurven auf einer ge¬ 
schlossenen Fläche vom Geschlecht Null Die Kurven sollen stetig 
von einem Parameter t abhängen Sie sollen sich fux ^ 0 auf einen 

Punkt P der Fläche und für ^ 1 auf einen anderen von P verschiedenen 

Punkt Q der Fläche zusammenziehen Andere Nullkurven als diese 
beiden sollen in der Schar nicht Vorkommen Nun betrachte man zu¬ 
nächst eine Kurvenschar S in der sich me zwei verschiedene Kurven 
treffen Dann gehört zu jedem Punkt R der Fläche mindestens ein 
Parameterwert t derart daß die diesem Parameterwert entsprechende 
Kurve durch den Flächenpunkt hindurchgeht Diese Behauptung bleibt 
aber auch für jede stetig von einem Parameter abhängende Schar 
richtig die aus einer Schar S durch stetige Abänderung hervorgeht 

^ Herrn von KERÄKji^RTO verdanke ich die folgende Bemerkung Der erste 
Teil des Satzes ergibt sich aus S 71/72 von Gött Nacht 1922 (von* KERÄKjäRxo 
Über Kurvenscharen auf Flächen) Der zweite Teil des Satzes folgt aus dem 
BROUWERschen Satze über die Invarianz des Abbildungsgrades bei stetigen Defor 
mationen (Math Ann Bd 71 S 105) 
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Auch eine solche Schar kann nicht aus lauter Nullkurven bestehen 
Man kann somit die erwähnte geschlossene Kurve des Polygonraumes 
nicht ganz in die Flache der Nullkurven hineinziehen 

Daher kann der Polygonraum nicht einfach linear zusammen 
hangend sein sondern enthalt Kurven die sich nicht auf einen Punkt 
zusammenziehen lassen Ferner aber haben wir mindestens einen Punkt 
in unserem 2 n dimensionalen Raume in welchem J ein Minimum hat 
das sind die den Nullkurven entsprechenden Punkte (/ = 0) Daher 
liefert das Mimmaxpnnzip mindestens eine geschlossene Extrcmalc Die 
Methode laßt die Frage offen ob es einfach geschlossene Extremalen 
gibt Die eben gefundene konnte Selbstuberkreuzungen haben Ury 
SOHN^ hat aber angedeutet wie man durch eine Modifikation der 
BiRKHOFFschen Methode auch die Existenz einfach geschlossener Extre 
malen beweisen konnte 

7 Methode der Schnittfläche Es ist von \ omherein einleuchtend 
daß man auch mit Hilfe dieser Methode keinen Aufschluß über die 
Gesamtheit der geschlossenen Extremalen gewinnt Da setzt nun eine 
weitere sehr femsmnige in ihren Grundzugen auf PoiNC^Ri^ zuruck 
gehende Methode ein Ich berichte über ihre Ausgestaltung durch 
Birkhoff ohne noch auf Beweise einzugehen 

Zunächst die folgende nutzhehe geometrische Deutung durch Bc 
wegungszustande Wir deuten x ^ x{ß) y = y{fj als Bahnkuiven einer 
Bewegung indem wir den Parameter t al. Zeit auffassen Ein einzelner 
Bewegungszustand ist dann durch Angabe von x y x^ y' also von 
vier Koordinaten bestimmt Der Mannigfaltigkeit der Bewegungs 
zustande entspricht eine Punktmenge in einem vierdimensionalen Raum 
Normieren wir den Parameter t in geeigneter Weise so machen wir die 
Beobachtung daß wir es mit einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit 
im vierdimensionalen Raum zu tun haben Wir können die Einheit 
der Zeitmessung z B so wählen daß F = 1 ist Das ist dann die Glei 
chung der erwähnten Flache im vierdimensionalen Raum deren Punkte 
die Bewegungszustande repräsentieren Emer geschlossenen Fxtre 
malen entspricht wieder eme geschlossene Kurve in dieser dreidimensio 
nalen Mannigfaltigkeit Allen Extremalen entsprechen Kurven die wir 
um einen kurzen Namen zu haben aus einem bald deutlichen Grund 
Stromhnien nennen Die weiteren Darlegungen knüpfen nun an die 
Einführung einer geeigneten zweidimensionalen Flache an welche in 
:ieiem genügend großen Zeitintervall von allen Strondinien durchsetzt 
wird Diese Flache welche wir Schnittfläche nennen wollen wird außer 
dem von geschlossenen Stromhnien begrenzt und von allen anderen 
Stromlinien unter emem von Null verschiedenen Wmkel getroffen, der 


^ Jahresber d D M V Bd 34 
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aber bei Annäherung an den Rand wie die erste Potenz der Entfernung 
vom Rande gegen Null strebt. Es liegt natürlich nicht auf der Hand, 
daß es eine solche Schnittfläche gibt, aber Birkhoff hat für ziemlich 
allgemeine Klassen von Variationsproblemen die Existenz der Schnitt¬ 
flächen nachgewiesen. 

Ich begnüge mich mit der Angabe, daß die Existenz der Schnitt¬ 
fläche durch Birkhoff z. B. für das Problem der geodätischen Linien 
auf den geschlossenen Flächen bewiesen wurde, deren Geschlecht Null 
übertrifft, und für das Problem der geodätischen Linien auf geschlosse¬ 
nen Flächen vom Geschlechte Null unter der zusätzlichen Voraus¬ 
setzung, daß keine geschlossenen geodätischen Linien vom Minimum¬ 
typus ohne Doppelpunkte vorhanden sind. Ich will nun weiter den 
Grundgedanken der Methode unter Beschränkung auf das Problem 
der geodätischen Linien darlegen. Die Methode beruht auf der Ein¬ 
führung einer mit den Stromlinien eng verknüpften Transformation 
der Schnittfläche in sich. Jede Stromlinie trifft, wie vorausgesetzt 
wurde, in jedem genügend großen Zeitintervall die Schnittfläche. Ver¬ 
folgen wir also eine nicht dem Rande angehörige Stromlinie von einem 
Schnittpunkt aus für wachsende Zeiten weiter, so folgt aus dieser Vor¬ 
aussetzung, daß sie die Schnittfläche noch ein zweites Mal treffen muß. 
So wird jedem Punkt der Schnittfläche ein wohl bestimmter anderer 
zugeordnet, nämlich der nächste Treffpunkt der ihn passierenden Strom¬ 
linie. So ist dem Variationsproblem eine umkehrbar eindeutige und, 
wie man zeigen kann, auch stetige Transformation der Schnittfläche in 
sich zugeordnet. Geschlossene Stromlinien müssen offenbar durch 
Punkte der Schnittfläche gehen, die nach endlich oftmaliger Anwendung 
der Transformation in die Ausgangslage zurückgeführt werden. Denn 
eine geschlossene Stromlinie hat nur endlich viele Schnittpunkte mit 
der Schnittfläche gemeinsam. Unsere Transformationen der Schnitt¬ 
fläche in sich besitzen nun außerdem noch eine positive Integral¬ 
invariante. D. h. es gibt eine auf der Schnittfläche erklärte positive 
Funktion p derart, daß das erstreckt über zwei bei der Trans¬ 

formation einander entsprechende Teile der Schnittfläche denselben 
Wert hat. Ich lege dies im Beispiel der geodätischen Linien etwas näher 
dar. Wir führen der Bequemlichkeit wegen in der dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeit der Bewegungszustände geeignete Koordinaten ein. 
Zunächst führen wir auf der Fläche, deren geodätische Linien unter¬ 
sucht werden sollen, isotherme Koordinaten ein. Dadurch wird das 
Linienelement auf die Form 

j/2) 

gebracht, wo a[x,y) eine positive analytische Funktion ist. Der Para¬ 
meter t längs der Extremalen werde wieder durch =1 

normiert. Dann werden die Differentialgleichungen der geodätischen 
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Linien 

(3) 


ao^' + a^x'^ + «s/« y — -^ == 0 


2a 


a /' + — ^ = 0 


Da nun aber x und y' an die Bedingung a{x'^ + y =1 geknüpft 
sind liegt es nahe einen Parameter (p so einzufuhren daß 


(4) 


xf = — cos w 

y« 

, 1 

y =—sin 9 ? 


Wird Dann liefert die Differentiation von (p nach t 
(5) <p' = a {pd /' — y' od^) 

Aus den beiden Gleichungen (3) findet man dann 


( 6 ) 


^ a, — a y' _ 1 cos qt — a sm (p 

^2 a ~ 2 äl 


(7) 


SO daß (4) und (6) nun die Differentialgleichungen dtr Stromlinien 
sind X y f sind Parameter in der dreidimensionalen Mannigfaltig 
keit der Bewegungszustande Schreibt man (4) und (0) in der form 

xf = X{x y (p) 

^ = y (a; y cp) 

cp' = 0 {x y — 9 ?) 

so si^t man sofort daß X^. + Yy + 0^ =0 ist Das erinnert an 
e Kontinuitatsgleichung der Hydrodynamik der mkomprcssiblcn 
Flüssigkeiten Und tatsächlich kann man auch hier den Schluß zuhtn 
^ das Volumen SiSdx dy dtp eines beliebigen Bereiches bti dtr durch 
me Gleichungen (7) definierten Strömung unverändert bleibt Zu dem 
Zwecke ist nur zu zeigen daß das über die Oberfläche tints Binichts 
erstreckte Integral der zu dieser Oberfläche normalen Geschwindigktits 
komponente der Strömung NuU ist Nun sind abtr V Z dit drti Gt- 
s i^digkeitskomponenten ö sei der Geschwindigkcitsvtktor dir 
Flachennormalen Dann ist JJ b erstreckt über die 
Oberfläche des Bereiches das Oberflachenintegral der Normalkompontnti 
der Geschwdigkeit b | ist dabei das innere Produkt dir btidtn 
ektoren also da | ein Einheitsvektor ist der Normalkompontntc 
er Geschwmd^keit gleich Nach dem GAUSSschen Satz dtr Integral 
rechnung ist aber dies Oberflachenmtegral gleich dem Volumintegral 

__ XXf H“ + 0 ^) dxiy d<p 

K “ 

Cü dieser laßt sich für den jetzt vorliegenden Fall iibortragen 
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Hier ist aber das Integral Null, und somit ist unsere Behauptung be¬ 
wiesen. Wir wenden das Ergebnis insbesondere auf einen Stromfaden 
an, d. h. wir legen durch die Punkte eines zweidimensionalen Flächen¬ 
stückes die Stromlinien hindurch und verfolgen dieselben bis zu irgend¬ 
einem anderen zweidimensionalen Flächenstück hin. Der von diesen 
beiden Flächenstücken und den durch ihre Ränder gehenden Strom¬ 
linien begrenzte Bereich ist der Stromfaden. Da an den von den Strom¬ 
linien gebildeten Rändern die Normalkomponente der Geschwindig¬ 
keit Null ist, so bleibt vom Oberflächenintegral nur das über die beiden 
zweidimensionalen Flächenstücke erstreckte übrig, und die Summe dieser 
beiden Oberflächenintegrale der Normalkomponente der Geschwindig¬ 
keit ist Null. Dabei sind aber immer die äußeren Normalen zu nehmen. 
Die eine derselben weist in die Stromrichtung, die andere in die ent¬ 
gegengesetzte Richtung. Daher können wir auch sagen, das Integral 
der Normalkomponente der Geschwindigkeit hänge von der Wahl des 
zweidimensionalen durch den Stromfaden gelegten Flächenstückes nicht 
ab, wenn man dabei immer die nach der Bewegungsrichtung genommene 
Normalkomponente der Geschwindigkeit verwendet. Die Strömung führt 
ja in der Zeiteinheit durch alle Querschnitte des Stromfadens die gleiche 
Flüssigkeitsmenge hindurch. Wenden wir dies insbesondere auf die 
Schnittfläche und zwei auf ihr durch die Strömung ineinander über¬ 
geführte Flächenstücke an, so sind dies gerade zwei Querschnitte eines 
Geschwindigkeitsfadens. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit 
ist eine positive Fxinktion und das Oberflächenintegral derselben ist 
die gesuchte Integralinvariante. Das Problem der geschlossenen Extre- 
malen läuft somit jetzt auf die Frage nach denjenigen Punkten der 
Schnittfläche hinaus, die bei einer umkehrbar eindeutigen Transforma¬ 
tion derselben mit positiver Integralinvariante fest bleiben. Darauf war 
schon Poincar6 aufmerksam geworden, und er hat in seinem letzten 
geometrischen Theorem versucht, in einem bestimmten Falle die Existenz 
solcher Fixpunkte zu beweisen. Birkhoff hat dann später den Beweis 
wirklich erbracht. Dies letzte PoiNCAR] 2 :sche Theorem aber ist dieses: 
Wenn eine umkehrbare eindeutige und stetige Transformation eines 
Kreisringes (begrenzt von zwei konzentrischen Kreisen) eine positive 
Integralinvariante besitzt, stetig aus der Identität erzeugt werden kann 
und dabei beide Randkurven in verschiedener Richtung transformiert 
werden, so sind mindestens zwei Fixpunkte vorhanden. Birkhoff hat 
in seiner Arbeit, über die ich hier berichtet habe, noch weitere analoge 
Sätze ausgesprochen und bewiesen. Aber es mag das Gesagte genügen, 
um zu zeigen, in welch weitem Maße Sätze der Analysis situs für die 
Zwecke der Theorie der Differentialgleichungen nutzbar gemacht werden 
können. 
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IV Ivipiti 1 

Lmeare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
im komplexen Gebiet 

§ 1 Lage der Singulantaten der Losungen 

ze» und mögen /wu komph V( Vunhit Ixdiutin Diim nkliit 
die Differentialglc ichung 

/(?</" /n*' w ») 0 

in wdeher f{w'' w w z) di« uulytisilu lunktion jIiki Vij^unicnti 
sein möge eine odtr radian /wdpiruntfuge Sihum uiihti thu 
Funktionen Will mm ausgdund von dti I)iff<uutiilglci<!nuij du 
Natur dieser Losungin untersudun so ist is (in< I lau plan ili, 
Lage der singulären Stellen und naihsidtm t/ix Natur ft<,l ustilltn Du 
Aufgabe ist im allgcmimcn udit komph/itit Dinuf d«uti ( mIioii du 
Umstand hm daß gcwohnlidi du I vgi d(i Singul »it »• u d.i Infigi d< 
von den Anfangswirtcn ibh'ingt dui< li wt U In du st llx ti ft sfgt It gf sintl 
Betrachtet man 7 B du /wt ip ir unt tilgt St hu vtm lunktuuun 

' ß {a ß Stil Up u mutt i) 


w -= 


— a 


so sieht man daß dicstlbtn dti Ihfft rt nli dglt it liuiig 

w"* I jft»'» 0 

genügen Man kennt allgemein durch du Untt isut hungtn \<jn I*\im i vi * 
die Bedingungen du bestehtn musstn wtimdit I osungt ii t mii Ihfft 
rentialgleichung /weiter Ordnung mir ftste dso mt ht mit dt n Anfangs 
bethngimgen verschiebbare Vcr/wcigungspunkti «nd wt st ntlu h stni'til tu 
Stellen besitzen sollen Dot h wollen wir hu i uif dust sthdiun Untti 
Buchungen nicht nilui tingthen, stmdtrn uns mit tUr ltdsfillung 
egnugen daß bei den linearen Diffennhalgleuhungtn MtUr (Mmmg 
nur feste Singularitäten aiAraiu Ich bttiadift du Diff.ientuWtuhung 

W te-'M Piiz)w'-] p^{z}u> t /(.) 0 

Die Behauptung folgt dann aus dem S 14« «ifgtstellt.n I Mst.n/sat/, 
komplexe Gebiet unvti indeit gilt l r fiihit diiin huu 

Fu^LL I m ^ <nni in \z z* | regidän andvttsihe 

"•Man Vgl elisTitenturingibenin cltr I nryklopuiti IW 11 2 S ßOOff 
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Wir erschließen hieraus den Satz: An allen Stellen ier z-Ebene, über 
welchen keine Singularitäten äer Koeffizienten von (1) liegen, sind die 
sämtlichen Lösungen dieser Differentialgleichung regulär^. 

Denn sie lassen sich ja aus zwei ein Fundamentalsystem bildenden 
Lösungen durch lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten 
gewinnen. Somit kann man jede Lösung auf jedem keine Singularität 
der Koeffizienten treffenden Weg analytisch fortsetzen. Betrachten wir 
nämlich eine von einem Punkt Zq zu einem Punkt führende von 
Singularitäten der Koeffizienten freie stetige Kurve und nehmen an, 
man könne von ausgehend bei der analytischen Fortsetzung jeden 
Punkt der Kurve vor z^ erreichen, z-^ aber nicht. Da nun aber die Lösung 
in jedem keinen singulären Punkt der Koeffizienten enthaltenden Kreis 
regulär ist, so wähle man auf der Kurve vor z^ einen Punkt z^, dessen 
Entfernung von z^ kleiner ist als die Entfernung d der Kurve von den 
singulären Punkten der Koeffizienten. Da die Lösung im Kreise vom 
Radius d um Z 2 regulär ist und diesem Kreis angehört, ist sie auch 
in z-i regulär. 

An den singulären Stellen der Koeffizienten selbst können Singu¬ 
laritäten der Lösungen auftreten. Es kann aber auch geschehen, daß 
einzelne Lösungen da noch regulär sind. Insofern erweisen sich auch hier 
die Singularitäten noch als beweglich. Auch ist die Natur der Singu¬ 
laritäten für die einzelnen Lösungen verschieden. Fest sind die Singu¬ 
laritäten nur insofern, als nur über einer ganz bestimmten Kategorie 
von jsr-Stellen Singularitäten liegen können. 

Über die Natur der Singularitäten kann man auch relativ leicht 
Aufschluß gewinnen. Das soll im folgenden Paragraphen geschehen. 
Es genügt, wenn wir dabei nur auf die homogenen Differentialglei¬ 
chungen achten, weil wir ja seit S. 162 wissen, wie man die Integration 
der inhomogenen Differentialgleichung auf die der homogenen zurück¬ 
führen kann. 


§ 2. Die Natur der Singularitäten. 

' 1, Die Fundamentalgleichung. Wir betrachten nur isolierte Singu¬ 
laritäten der Koeffizienten. Hier dürfen wir uns auf solche beschränken, 
in deren Umgebung die Koeffizienten eindeutig sind. Denn die Mehr¬ 
deutigkeit kann man bekanntlich durch Einführung geeigneter uni- 
formisierender Parameter auf Eindeutigkeit zuriickführen. Es mögen 
also in der Umgebung von z = a die Koeffizienten der Differential¬ 
gleichung 

( 1 ) w''+ j>j^(z)w^+ 

1 Wegen der Begriffe regulär und singulär, Funktionselement, analytische 
Fortsetzung usw. vgl. man mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 3, Aufl. 
I^ipzig: B. G, Teubner 1930. 
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emdeutig und regulär sem Im Punkte z = a selbst soU aber für emen 
o er für beide die Regulantat aufhoren Betrachten wu: nun irgendein 
Fundamenf alsystem {z) und (z) der Differentialgleichung und sehen 

zu wie sich die Funktionen beim Umlauf um die singulare Stelle andern 
ch schlage um z = a emen Kreis in dem die Koeffizienten mit Aus 
nähme der Stelle z = a kerne weiteren Smgulantaten haben sollen 
xr - Zo sei eme Stelle m diesem Kreis Ich betrachte zwei zum Punkte z„ 
gehonp Funktionselemente ^i(z-Zo) und 5ß2(z-Zo) des Funda 
mentalsystems Wi(z) w^(z) und setze diese beiden Elemente lange 
Mnes Weges fort der z=a einmal im positiven Sinne umschließt 
Dadurch entstehen aus den Ausgangselementen zwei neue Elemente 
deren Quotient nicht konstant ist^ die also auch ein Fundamental 
sys em ausmachen Da man alle Losungen aus dem Fundamental 
System durch hneare Kombination mit konstanten Koeffizienten erhalt 
so müssen sich auch die nach der analytischen Fortsetzung erhaltenen 
beiden Potenzreihen aus denen Imear darstellen lassen mit denen man 
bei der andytischen Fortsetzung begann und umgekehrt Daher erfahrt 
jedes Fundamentalsystem beim positiven Umlauf um die singulare 
otelle eine lineare Substitution 

W^{z) + bw^ 

^2 W = dw^ 

mit nicht verschwindender Determinante 

Wenn erst einmal für em Fundamentalsystem diese Umlauf- 
tJ ^ entnehmen welchen 

Lrun^" ^ ™ smguhxe Stelle auf irgendeine 

w{z) = oeWj^+ßw^ 
besitzt Sie geht namheh bei dem Umlauf m 

a(a ze-i + bw^) + ß{cwj_ + dw^) 

Uber Man kann nun stets mmdestens eme Losung auswahlen die sich 
eim positiven Umlauf um die Stelle nut einem Faktor multipliziert 
Dazu hat man nur die a /? so zu wählen daß 

(2) oi(awi + bw^) + ß(cwj^ + dw^] = ^{oLw^ + ßw^) 

ist Dabei ist A em noch zu bestunmender Faktor Schreibt man die 
Gleichung anders so lautet sie 

__ ze’i(a{a — A) + ^ c) + w^(xb + ß{d — X)) = o 

^ Wäre der Quotient konstant so verfolge man die analytische Fortsetznnr 
QutüeXn Ausgangspotenzreihen hatten dann auch einen konstanten 
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Da aber und ein Fundamentalsystem bilden, so kann sie 
nur dann erfüllt sein, wenn 

cx.h ß{d — A)=0 

ist. Sollen aber diese beiden Gleichungen durch Werte a und ß lösbar 
sein, die nicht beide verschwinden, sp muß A eine Wurzel von 


(3) 


(4) 


Ä — A c 
h 


= 0 


sein. Bestimmt man A aus dieser Gleichung und trägt einen der ge¬ 
fundenen Werte in (3) ein, so kann man aus diesen Gleichungen die 
a, ß bestimmen und erhält damit diejenigen Lösungen, die beim posi¬ 
tiven Umlauf sich nur mit einem Faktor multiplizieren. Es wird zwei 
solche Lösungen geben, wenn die beiden Wurzeln Ai und der Funda¬ 
mentalgleichung (4) verschieden sind. Diese beiden Funktionen machen 
dann selbst ein Fundamentalsystem aus, denn ihr Quotient kann dann 
nicht konstant sein. Sonst müßten sich ja beide beim Umlauf mit 
demselben Faktor multiplizieren. 

2. Zwei verschiedene Nullstellen der Fundamentalgleichung. Wir 
wollen noch einen Augenblick bei diesem Fall stehen bleiben und uns 
die Gestalt dieser multiplikativen Lösungen noch etwas näher überlegen. 
Die Funktion 

lOjh \ 

( 6 ) = 

multipliziert sich ebenfalls mit dem Faktor Ai, wenn z die Stelle a 
im positiven Sinne einmal umläuft. Wenn also ein Element von Wi{z) 
sich beim positiven Umlauf auch mit Xj multipliziert, so ist 

— a)fi 

in der Umgebung von z ^ a eindeutig und kann also in der Umgebung 
dieser Stelle in eine LAURENT-Reihe entwickelt werden. Daher hat 
jede multiplikative Lösung die Gestalt 

00 

{z — a)**!- — ay 

Wie man aber, ausgehend von der Differentialgleichung, die Ex¬ 
ponenten r und die Koeffizienten der LAURENT-Reihe wirklich ermittelt, 
wird im nächsten Paragraphen darzulegen sein. 

3. Doppelwurzel der Fundamentalgleichung. Jetzt wollen wir uns 
den Fall, daß die Fundamentalgleichung (4) zwei gleiche Wurzeln besitzt, 
etwas näher ansehen. Man wird dann im allgemeinen nur eine multi¬ 
plikative Lösung zur Verfügung haben. Tatsächlich zeigt die nähere 

Biebsrbach, Dilferentialgleichungen. 3. Aufl. 14 
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Betrachtung daß in die anderen Losungen dann im allgemeinen ein 
Logarithmus emgeht Um das einzusehen wähle ich ein passendes 
Fundamentalsystem Als erste Funktion eines solchen nehme ich nam- 
hch die eme sicher vorhandene multiplikative Losung Die andere 
lasse ich beliebig Dann erfahrt das neu gewählte Fundamentalsystem 
beim Umlauf eme Substitution dieser Art 

== Alte»! 

W2 = CW;,^ + dw 

Frage ich hier wieder nach den multiplikativen Losungen so müssen 
das naturheh die gleichen sein wie bisher D h die zur neuen Sub 
stitution gehonge Fundamentalgleichung muß auch zwei gleiche Wurzeln 
haben Sonst gäbe es zwei Losungen mit verschiedenen Multiplikatoren 
und die hatten sich dann auch schon aus der ersten Fundamental 
gleichung ergeben müssen Die neue Fundamentalgleichung wird aber 


Damit ihre beiden Wurzeln Ai sind muß d sein Unser Funda 
mentalsystem erfahrt also die folgende Umlaufssubstitution 

Der Quotient 

hat daher diese Umlaufssubstitution 

1^1" «'i h 

Er erfahrt also beim Umlauf einen Zuwachs um ^ , genau wie 
Daher ist die Differenz 


“'s ^ 1 r 

m der Umgebung der smgularen SteUe eindeutig und kann somit 
weder m eme Laurent Reihe entwickelt werden Daher besitzt w, 
diese Gestalt ® 

(z - ay [A log {z — a) [z-a) + (2 - «)”} 

— OÖ CO 

Somit haben wur den folgenden Satz 

Man kam vn ier Umgebung einer singulären Stelle ein Fundamental 
System stets so waUen daß seine Losungen in der Umgebung der singu 
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lären Stelle entweder Entwicklungen von der Form 


(6a) 


+ 00 


Wi = (2 — a)n — «)*> 


+ 00 


[z — ay^ 


oder Entwicklungen von der Form 


(6b) 


+ 00 


%= {z ‘- ay^ — ^y^ 


w, 


= ( 2 f — ay^ {A log(;2: — a) — ay + ^b^{z — ay} 


besitzen. 

Wie bestimmt man nun r-^,r^,A und die Koeffizienten der Laurent- 
Reihen aus der Differentialgleichung? Bevor wir dazu übergehen, 
wird es nützlich sein, noch ein Wort über das Verhalten der Lösungen 
im Unendlichen zu sagen. Um im Unendlichen eine Funktion zu unter¬ 
suchen, hat man erst ^ 

h 

einzuführen. Durch diese Substitution geht die Differentialgleichung (1) 
in die folgende über: 

■2 1 


d^w dw 




Ihre Lösungen hat man dann in der Umgebung von gf = 0 zu betrachten. 


§ 3- Außerwesentliche und wesentliche Singularitäten. 

Wenn die in den Lösungen des vorigen Paragraphen vorkommenden 
LAURENT-Reihen höchstens endlich viele negative Potenzen enthalten, 
so wollen wir sagen, es liege eine außer wesentliche Singularität der 
Differentialgleichung vor; enthält aber auch nur eine derselben un¬ 
endlich viele negative Potenzen, so sagen wir, es liege eine wesent¬ 
liche Singularität der Differentialgleichung vor. Statt „außerwesentlich 
singuläre Stelle"', sagt man auch „Stelle der Bestimmtheit", weil dann 
die Lösungen bei Annäherung an diese Stelle im Falle reeller r-^ und r^ 
bestimmten, Grenzwerten zustrebt. 

Wenn eine Differentialgleichung an der Stelle z == a eine außer¬ 
wesentliche Singul^iit^t besitzen soll, so müssen die Koeffizienten ge¬ 
wissen Bedingungen genügen, die wir jetzt angeben wollen, um als¬ 
dann die im vorigen Paragraphen gestellte Aufgabe für die außer¬ 
wesentlichen Singularitäten zu lösen. 

Nehmen wir also an, die LAURENT-Reihen enthielten nur endlich 

viele negative Potenzen. Dann bilden wir den Quotienten - Da aber 

14 * 
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das reziproke einer Laurent Reihe mit endlich vielen negativen Po¬ 
tenzen sich als Potenzreihe mit nur positiven Potenzen darstellen laßt 

so laßt sich — so schreiben 

= log (2 - a) + (xt - «) Sß(^_a)}(^(0)+0 

WO V eme passende ganze Zahl ist und wo mit {z — a) weiterhin 
stets eme keine negative Potenzen enthaltende Potenzreihe bezeichnet 
werden soll Das Ghed mit dem Logarithmus kann dabei evtl wegfallen 
Steht es da so ist überdies r 2 = zu nehmen Nun wissen wir aber 
von S 150 her daß man mit Hilfe irgend zweier unabhängiger Partikular- 
losungen emer hnearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

w' +Px{z)w +p 2 {z)w = 0 
für (z) die Darstellung hat 


( 2 ) 


AW = - 


W2 


Nun rechnet man aber aus 



■"~M-^log(z-a) + (z — ay^iz-a)] 
+ (z- ay -r -ay-^^{z-a) + {z- «)- $ (z _ «) 

(4) wl = (z- ayr +/ - a) (5ßj(0) + 0) ^ 

In (3) kommt nun aber tatsächlich kem Logarithmus vor Denn 
entweder ist ^ = 0 oder es ist Daher hat (®*) die Gestalt 

d fWn\ 

= (5ß(0)H-0) 

Also besitzt sowohl die loganthmische Ableitung von (3) wie die von (4) 
bei z = a einen Pol von höchstens erster Ordnung Somit hat auch 
Pi{z) bei z — a einen Pol von höchstens erster Ordnung 
Aus der Gleichung 


gewinnt man 
Nun ist aber 


+ Pi{^) + Pi[z) ze/j = 0 





a:)n4-* — a) (5ß(0) 4 . 0 ) 

Daher hat ^ bei = ä einen Pol von höchstens erster Ordnung wahrend 

Del _ Ä emen Pol von höchstens zweiter Ordnung hat Daher hat 
auch p 2 [z) einen Pol von höchstens zweiter Ordnung 


^ [i ist also eine passende ganze Zahl 
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So hat man den Satz W enn äte Dtfferenhalgletchung 


^ ^ + :^2 W ^ ^ 

an der Stelle z == a nur Losungen mit außerwesentlichen Singularitäten 
besitzt so muß sie in der Umgehung von z = a die Gestalt 


(5) 


w 


+ 


z — a 


w + 


% i^-a) 

{z - af 


W = 


0 


haben D h der erste Koeffizient hat dort einen Pol von höchstens erster 
Ordnung der zweite Koeffizient einen Pol von höchstens zweiter Ordnung 
Daß die hier für eine Stelle der Bestimmtheit gefundene Bedingung 
auch hinreichend ist hat Fuchs durch Aufstellung der Potenzredien 
entwicklung der Losungen bewiesen Man sieht es aber nach einem 
von Schlesinger und in besonders einfacher Form von BiRKHOFr"*- her 
ruhrenden Verfahren am schnellsten so ein Man führe die Differential 
gleichung (6) durch die Substitution = [z — a) w' in das 

System 


z — a 


% 


= ^2 


(1 - ^l) 

z ^ a 


^2 
z — a 


über Seme Koeffizienten das sind die Faktoren mit denen und 
W 2 multipliziert sind haben Pole höchstens erster Ordnung und somit 
gibt es eine Zahl M >0 und eine Zahl r^ so daß in der Umgebung 

M 

1 ^ — a 1 ^ ^0 dieser Stelle die Koeffizienten unter i-r bleiben Daher 

hat man 


(I®!! + !“'*!) l“'*l < + l®al) 

Setzt man nun TF =; | |^ + 1 1^ so ist weiter für | ^ — a | = r 

^2{lwi| Iwil + Ia'al 

Also ist 

4:M ^ dlogw ^ 4:M 
r ^ dr ^ r 

und daher 

iO<r<r,) 

\ ■* 4 jir 

7 ") ist 

D h also Das Produkt 

1^1 

bleibt in der Umgebung von z ^ a unter einer festen Schranke und 
daher können wegen Af > 0 in der Entwicklung von nach Potenzen 
von z — a nur endlich viele negative Potenzen auftreten so daß eine 
außerwesentlich singuläre Stelle vorliegt 


dw 

dr 


^ Man vgl G D Birkhopf Trans amer math Soc Bd 11 1910 
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§ 4 Auflösung einer Differentialgleichung in der Nahe 
einer außerwesentlichen singulären Stelle 

1 Ansatz Die weitere Aufgabe der Theorie ist es nun über das 
Verhalten der Losungen in der Nahe einer außerwesentlichen oder einer 
wesenthehen Singularität näheren Aufschluß zu gewinnen Wir werden 
uns in diesem Buche auf die ausführliche Behandlung der außerwesent 
hch singulären Stellen beschranken und gelegentlich nur kur/ ube r du 
entsprechenden Verhältnisse bei wesentlich singulären Stelle n reftne ren 
Zur Berechnung der Losungen bedient man sich der Methode der 
imbestimmten Koeffizienten Es liege bei z = a eine lußcrwcsentlich 
smgulare Stelle vor 

Ich schreibe die Differentialgleichung so 
S (w) = (z — te; {z — ^ a)w f ^ ^ 

Ich setze 

5ßi(^ — a) — ay —Ußf 

und bilde zunächst 

S (z — a)^ = (z — ay f [z X) 

Hier ist 

f{z X) ^Efv[X){z-‘ay 
»» = 0 

und man hat 

/o {X) = — 1) + A aQ + 

/y (A) = A a + j9, ); =a 1 2 

Macht man nun den Ansatz 

(1) w ==(z — ay ^ (z - ay 

— CO 

so erhalt man aus 2{w) —0 eme gewisse LAUEENT-Reihc du vtr 
schwinden muß Dazu ist notwendig und hinreichend daß ihre sämt 
hchen Koeffizienten verschwinden Das fuhrt auf die unendlich vielen 
hnearen Gleichungen 

c»/o(e + *) + c*-i/i(e + Ä —1) + +Co/fc(0) + c_i/j^i(ß —1)-|. =0 

ci/o(e +1) + + c_jf^(Q — 1) 4- — 2) =0 

‘^ofo(s) 1) + c.a/afe — 2) + =0 

/o fe) + <^-2 /i (e — 1) + =0 

nut den unendhrh vielen Unbekannten c-*. Cg , Cj Die 

Gleichungen smd nur wemg einfacher als die welche man erhalten 
hatte wenn man für die Koeffizienten der Differentialgleichung bei 
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z a beliebige eindeutige isolierte Singularitäten zugelassen hätte. 
Man ist auch tatsächlich imstande, solche Gleichungssysteme auf¬ 
zulösen. Wir wollen darauf aber nicht eingehen, sondern verweisen den 
interessierten Leser auf zwei Abhandlungen von Helge von Koch^ 
Hier beschränken wir uns auf die außerwesentlich singuläre Stelle: 
wir dürfen daher den Ansatz in 


w {z — a)G- 2c^[z -- a)^ 

0 

abändern Setzt man also in den linearen Gleichungen die c _2 ... 
alle Null, so werden die Gleichungen 

^0 /o (ö) ^ > 

<^i/o (ö + 1) + ^0/i (e) = ö, 

(2) ^2 /o (e + 2) + fl fe +1) + ^0 f% (e) = ^ • 


fo (ö + w) + ^n-l /l (ö + W — 1) + • • • + C(J /„ (^) == 0 . 


Wir werden sie auflösen und auch g bestimmen. Wählt man nämlich 
g so, daß 

(3) /o (e) ~ ? (ö — 1) + e ^0 + ^0 ^ 

ist und läßt Cq + 0 willkürlich, so kann man aus der zweiten Gleichung 
Ci berechnen, dann aus der dritten usw., es sei denn, daß für das 
gewählte g und eine der ganzen positiven Zahlen k auch ein /o (g + fe) =0 
wird. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (3) sich um eine ganze Zahl unterscheiden. Sollte dies einmal 
eintreten, so verwende man diejenige der beiden Wurzeln g von 
/^(g) =0, welche den größeren Realteil hat. Für diese gelingt dann 

Bestimmung® der c*. . 

2. Konvergenzbeweis, Wir haben so scheinbar unsere Aufgabe gelöst 
und aufs neue erkannt, daß Differentialgleichungen von der im vorigen 
Paragraphen bestimmten Gestalt tatsächlich bei = a nur eine außer¬ 
wesentliche Singularität aufweisen. Aber es bleibt noch eine Lücke: 
Konvergiert denn auch die gefundene Reihe ? Dies verstünde sich nach 

^ Acta mathematica Bd. 16 u. 17. 

® Die endlich vielen negativen Potenzen können durch geeignete Wahl des 
Exponenten q berücksichtigt werden, 

® Hat man nicht /o(g) = 0 genommen, so findet man entweder, daß alle 
0 sein müssen, oder man muß irgendein /o (e H- ^) = 0 nehmen. Dann werden 
ÄS... ssB Cä -1 = 0. Cjg muß + 0 genommen werden, wenn nicht wieder 
alle c Null werden sollen. Diese Annahm^e /o(ö) 4= 0, aber (gÄ) sä 0 ist 
offenbar damit gleichwertig, daß man im Ansatz (1) q durch g -f- ^ ersetzt. Sie 
bietet also nichts Neues und es genügt, /o (g) = 0 zu betrachten. 
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den allgemeinen Resultaten von S 211 ff von selbst wenn wir hatten 
zeigen können daß die eben gefundenen Losungen die einzigen Lo¬ 
sungen der Gleichungen (2) sind Aber gerade das ist nicht geschehen 
imd auch nicht immer der Fall^ Es bleibt uns somit nichts weitei übrig 
als den Konvergenzbeweis duekt zu fuhren Da 

/o(e + «) = (e + ^) (e + « — 1) + (ß + w)ao + 
ist SO hat man von emem gewissen ^ = iV an 

\fi,ie + ^)\> lei + « 

Daher ist von ^ = N an 


(lel + «)|c»l < |c„ 

Also 


il |/i(e + « 1)1 + 1 <^«- 2 | l/ale + ^ — 2)1 + 

+ kol |/«(e)l 


l‘^«l < kn-il [|“i| + |A|] + k«_a| [laal + l^aO + + |Co|[|«n| + |/Sn|] 

Alis den 2V ersten Gleichungen (2) ergeben sich gewisse Werte Cj 
cjy_i Man wähle IV positive Zahlen d^ d^ irgendwie so 

daß 

|<>o| < ki| < 1 ^ 2 ! < d^ |%-i| < 

gilt Nun bestimme man unendheh viele positive Zahlen dj^ 
aus den Gleichungen 


'^2?-i{|ai| + l^il) + ^2?-a{|«2| 4-|^2|}+ +'^o{|«jw| + li^wl} 

= <^«-l{|«l| + l^ll) + 4-2{|«a| + ^ 2 !} + + fl^oiknl + |/5„|} 


Dann hat man auch 

l®jr|'*~^Ä’ l^jT+il 

Wenn man nun zeigen kann daß die Reihe 
(5) 2d,n{z~a)” 

m emem gewissen Kreis um z = a konvergiert so gilt das auch für die 
Reihe 


( 6 ) 


^c„(c —«)« 


Denn es ist z B bisher kein Grund dafür angegeben worden daß gerade die 
eben getroffene Entscheidung für diejenige Wurzel q von (2) welche den größeren 
Re^teü besitzt zu einer brauchbaren Besümmung der c» fuhrt Es könnte sehr 
wohl sein daß gerade die Wurzel vom kleineren Realteil bei passender Wahl der 
c ^ Reihe führte Das ist z B dann der Dali wenn die auf 

S 212 vortoi^ende Zahl A verschwindet obwohl ganz ist Es wäre 

freihch ersteebenswert durch rem begriffliche Überlegungen diese Schwierigkeit 
ZU überwinden um so den Konvergenzbeweis einzusparen 
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Setzt man nun noch 

(7) — ^^0 { I «^11 + I 1} 

= dN^l — ^N-.2{| 0^1 1 + I 1} — — I + ßN^l 1) 

und entwickelt den Quotienten 

K + fti (^ - ^) + ^2 4- + - fl) 

1 - (I «1 I + I i?i 1) - - (I an I + liSn I) 

nach Potenzen von z — a so erhalt man eine Potenzreihe 

(8) eQ + e^[z-~a)+ + {z — a)« + 

die in einer gewissen Umgebung von z a konvergiert Für ihre 
Koeffizienten erhalt man aber die Gleichungen 

&o = ^0 

^1 — ^o{| I + 1} 

&J7 -1 = — ß2i?--2{| ÖCil + 1^1 1} — — ^o{l ^J^~l I + 1} 

0 — «jy — öjy-1 {| ai 1 + 1 1} — “• ^0 {I I + I 1} 

Das sind aber gerade die Gleichungen (7) und (6) welchen die ge 
nugen Da aber diese Gleichungen nur auf eine Weise lösbar sind so 
güt 

(w = 0 1 ) 

Da also (8) konvergiert und gleich (6) ist, so konvergiert (5) und 
daher auch (6) 

8 Fundamentalsystem Nachdem wir so gezeigt haben daß durch 
die gefundene Reihe ein Element der lösung dargestellt wird steht 
natürlich aus allgemeinen funktionentheoretischen Gründen fest daß 
der Konvergenzkreis der Reihe bis zum nächsten singulären Punkt 
reicht Die Gleichung 

e (g 1) + ßoco + ßo = 0 , 

aus welcher wir g bestimmten heißt die Fundamentalgleichung Wenn 
dieselbe zwei Wurzeln hat deren Differenz keine ganze Zahl ist so 
liefert unsere Betrachtung gleich die beiden Lösungen eines Funda 
mentalsystems Unterscheiden sich aber die beiden Wurzeln um eine 
ganze Zahl so erhalten wir nur eine Losung Dieselbe ist durch die 
]enige der beiden Wurzeln bestimmt welche den größeren Realteil 
besitzt Die bedeutsame Rolle die hier die Wurzeln spielen deren 
Differenz eine ganze Zahl ist kann nicht überraschen Denn von (6) 
S 209 her wissen wir ja schon daß die Exponenten nur bis auf ganze 



218 II 4 Lineare Differentialgleiclaungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet 


Zahlen bestimmt smd Dem trugen wir auch schon Rechnung indem 
wir die Losung in der Form 

w = (z-— a) 

ansetzten 

Wenn nun also die Differenz der Wurzeln eine ganze Zahl ist so 
wird es sich darum handeln eine weitere Losung zu finden die mit 
der schon bekannten zusammen em Fundamentalsystem bildet Die 
Mittel dazu stehen seit S 151 bereit denn damals lernten wir schon 
durch Kenntnis einer Losung die Ordnung der Differentialgleichung 
reduzieren Wir lernten 

Wenn eme Losung der Differentialgleichung 
w +P^(z)w +P^{z)w=^0 

ist imd wenn manze^ — w-^^udz setzt so genügt u der linearen Diffe¬ 
rentialgleichung erster Ordnung 

« +«(^ + ^i) = o 

Tragen wir hier 

(z— a)e ^ (z—. a) p. = ~~ _ ocp + — g) + 

em so wird die Gleichung 

“ +“(^ 7 ^+$ s (^-«))=0 

Bezeichnet man die zweite klemere Wurzel der Fundamentalgleichung 
(3) imt ^2 so kann man hierfür schreiben 

«'+ «( LLi ^ + (^ _ ^)) _ 0 

Hier ist aber wegen der Wahl von 

Ql— 62 

eme mcht negative und damit 

1 + öl — 02 = 

eme positive ganze Zahl Aus der Gleichung für « findet man 
U'=(x-a)~^%(z~a) 

Somit wird die andere Losung des Fundamentalsystems 

W = w^ Judz = W^{A log {Z~a) + (z- a)-+i (z ~ a)} 

= {z~a}e A log(z — a) ^ (z ~ a) + (z — a)e %(z~a) 

Wir können das Resultat so aussprechen 

ei und ßg seien die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung (2) 
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Es möge 91 (gi) ^ 9i (^ 2 ) besitzt die Differentialgleichung 


// , / I ^2 “ ") 

^ V-a 


m Umgehung von z = a stets ein Fundamentalsystem von der Gestalt 


w^ = (z-- aY^ •A^\og{z — a) (z — a) + (z-- a^^ 5(5* (z — a). 

Wenn die Differenz Qi — ^2 ganze Zahl ist, $0 fällt stets das mit dem 

Logarithmus behaftete Glied weg. Man hat dann die Konstante A gleich 

Null zu setzen. Wenn aber die Differenz — ^2 ganze Zahl ist, 

dann kann A von Null verschieden sein. Der Konvergenzkreis der beiden 

hier vorkommenden Fotenzreihen reicht bis zum nächsten singulären Punkt. 

4. Bemerkung : Es kann sehr wohl der Fall eintreten, daß an einer singulären 

Stelle der Differentialgleichung alle Lösungen regulär sind. Das trifft z. B. bei 

5 : = 0 für 2 2 

w*' ^w' -+ ^ “T = 9 

z 


zu. Denn ein Fundamentalsystem derselben ist 


w^^z, 

• te/g = . 

Eine singuläre Stelle, in der sich alle Integrale regulär verhalten, nennt man einen 
Nebenpunkt. 


§ 5 . Anwendung auf die BESSELsche Differentialgleichung. 

Die BESSELsche Differentialgleichung 

1 

w" + Y w' H- w = (i 

besitzt bei ^ = 0 eine außerwesentlich singuläre Stelle. Die Funda¬ 
mentalgleichung wird: 

e{e-i)+ e-«® = o. 

Ihre beiden Wurzeln sind somit 

” (wo 81 (m)^91(— n) sei). 

62 = — »» 

Schon diese kurze Bemerkung lehrt nach einem Blick auf die For¬ 
meln des vorigen Paragraphen, daß es, falls nicht gerade n rein imaginär 
ist, tatsächlich stets nur eine Lösung (die erste oben aufgeschriebene) 
gibt, welche bei ^ = 0 endlich bleibt. Damit haben wir eine Frage be¬ 
antwortet, die wir auf S. 186 vertagt hatten. 

Es wird eine nützliche Übung für den Leser sein, das folgende 
Ergebnis selbständig zu gewinnen: 

Wenn n keine ganze Zahl ist, dann sind /„(z) und /_„(z) die beiden 
Lösungen eines Fundamentalsystems. Wenn aber n eine ganze Zahl 
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ist dann verliert seinen Sinn weil einige seiner Koeffizuntcn 

unendlich werden Alsdann wird die zweite Losung des Fundamental 
Systems für n >0 

Jn{^) log;? 

2 - (n^) I z- +4 


-{2"-i {n-l)l^« + 2 -^(«-2)U- -H 




n 00 

i2’4+2’[ä 




2 ' 
n + m 


+ + 


2 l)» 




11 11 
Für n = 0 fallt die geschweifte Klammer und der darauf folgt nd( 
Summand weg Ich will dem Leser zur Herleitung dieses letzten 1 r- 
gebnisses eine auch sonst nützliche Anleitung geben Wenn wii nieh 
der im aongen Paragraphen verwendeten Methode rechnen wollten 

so hatten wir die Unbequemlichkeit erst den Quotienten y |j m mu 

Potenzreihe entwickeln zu müssen Das vermeidet man wenn man in 
die Gleichung mit dem durch unser allgemeines Resultat nahegclegtui 
Ansatz 

“'3 = ^” ^K +ö^logz)^»» 

hmemgeht Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert dann 
das gewünschte Ergebnis Wir haben diese Methode nicht im vorige n 
Paragraphen angewandt weil wir sonst die Rechnung wieder durch 
emen Konvergenzbeweis hatten ergänzen müssen Der ergab sieh bei 
der Betrachtung des vorigen Paragraphen ganz von selbst Der Teser 
sieht aber an diesem Beispiel daß es in praxi bequemer sein kann 
"Wege einzuschlagen deren dttefUß theoretische Begründung schwieriger 
wäre " 


§ 6 Differentialgleichungen der FucHSschen Klasse 

Man sagt eine Differentialgleichung w" + (z) w' 'p^[z)w -= 0 ge - 

höre der FüCHSschen Edasse an wenn sie nur außerwesentheh singul Ire 
Stellen besitzt Der erste Koeffizient besitzt dann im Endlichen nur 
Pole höchstens erster Ordnung der zweite nur Pole höchstens zweite r 
Ordnung Uber das Verhalten der Koeffizienten im Unendhehen müssen 
wir jetzt noch Aufschluß gewinnen Schon S 211 haben wir durch die 
Substitution 


das Unendhehe nach 0 gebracht Wir werden sagen bei z = oo hegt 
eme außeiwesentliche Singularität wenn die S 211 angegebene trans- 
onm^e Differentialgleichung bei i = 0 eine außerwesentlichc Singu- 
lantat besitzt Damit nun aber der erste Koeffizient 
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der transformierten Gleichung bei J = 0 einen Pol höchstens erster 
Ordnung habe, muß die Entwicklung von ?i(y) aussehen: 

(y) “ ^-. 

D, h. in der Umgebung von z = oo muß die Entwicklung von pi{z) 
so aussehen 

Pii^) = ^1 “7 + ^2 ^ + * * *» 

pi[z) hat also dort eine Nullstelle mindestens erster Ordnung. Somit 
muß p^ [z) eine rationale Funktion mit nur Polen erster Ordnung sein, 
welche im Unendlichen verschwindet. Versteht man unter oci. . . a„ 
die Gesamtheit der Stellen, an welchen pi{z) oder p 2 {z) Pole haben, so 
besitzt pj^{z) folgende Gestalt: 

(1) Px W = [<p {?) = (^ Äi) {z a 2 )... a„)), 

wo der Zählergrad um mindestens eins kleiner ist als der Nennergrad, 
Man braucht natürlich an sich in den Nenner nur die zu schreiben, 
die wirklich Pole von pi(js!) sind. Für die weitere Betrachtung ist es 
zweckmäßiger, Zähler und Nenner noch mit den Faktoren z — oci zu 
erweitern, die von Polen des p^(z) herrühren. 

Untersuchen wir nun den zweiten Koeffizienten 



der transformierten Gleichung. Soll er bei ä = 0 einen Pol von höchstens 
zweiter Ordnung haben, so muß die Entwicklung von p 2 so aussehen 

Also folgt 

^aW=^ + ---. 

Daraus findet man, daß p 2 (z) eine rationale Funktion von folgender 
Gestalt sein muß 


(2) (9’ (^) = (Z — oci) ... ( z - x„)). 

Der Zählergrad muß dabei um mindestens zwei Einheiten kleiner sein 
als der Nennergrad. Dabei ist wieder ai,..., die Gesamtheit der 
Stellen, an welchen (;?)• oder ^ 2 ^ Pole besitzen- 

Umgekehrt gehört nach §3 auch eine Differentialgleichung, deren 
Koeffizienten die eben angegebene Gestalt besitzen, der FucHSschen 
Klasse aii. Man kann die gefundenen Bedingungen auch mit Hilfe 
der Partialbruchzerlegung zum Ausdruck bringen. 
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Sind namlicli 
(3) 




die Partlaibruchzerlegungen für die Koeffizienten einer Differential¬ 
gleichung 

W + p^{z)w + p2 W = 0 


der Fucnsschen Klasse so muß 


^ Pi (^) = 0 lim ^2 W = ^ ^ p2 i^) = ^ 

z-^co z-^co z-^co 

sein^ So kann man nämlich die gefundenen Bedingungen ausdruckcn 
Den beiden ersten Bedingungen haben wir schon dadurch Rechnung 
getragen daß wir in den obigen Partialbruchzerlegungen keine addi 
tiven ganzen Funktionen angebracht haben Die letzte Bedingung aber 
fuhrt zu der Gleichung 

(4) = 0 

Wir wollen noch die Fundamentalgleichung des unendlichfernen 
Punktes aufschreiben Dazu müssen wir nur die Fundament ilgltichung 
der transformierten Gleichung bei j = 0 aufschreiben Setzen wir 

so Wird die Fundamentalgleichung 

QiQ—l) +(x,Q + ß = 0 

Das Fundamentalsystem des unendhehfernen Punktes sicht dann so aus 

Dabei sind und die beiden Wurzeln der Fundamentalgleichung 
und es ist (qj) ^ R[q) Die Zahl A ist stets Null wenn Qi — o« 
kerne ganze Zahl ist 

Ist n die Anzahl der im Endhchen gelegenen singulären Stellen 
so hat man noch den Satz daß die Summe aller Wurzeln aller charak 
tenstischen Gleichungen n - 1 betragt Er beruht auf dom funktionen- 


1 Unsere Befaachtung laßt überdies erkennen daß ir = » nur dann eine regn 
lare Stelle der Differentialgleichung ist wenn überdies noch lim r*, U) = 2 und 
limr»^j(r) = 0 gdt ' 

Z->-00 



§ 7. Die hypergeometrische Differentialgleichung. 


223 


theoretischen Satz, daß die Summe der Residuen einer rationalen 
Funktion Null ist. Nun aber ist die Fundamentalgleichung der singu¬ 
lären Stelle a*, wenn man die Darstellungen (1), (2) verwendet 


e (e - 1) 

Andererseits ist aber 


g(«t) 




W (“»)}“ 


g(«t) 
¥ (“») 


das Residuum von ^ 1 ( 2 ) bei a*., während die Summe der beiden Wur¬ 
zeln der Fundamentalgleichung 


1 _ 

wird. Im Unendlichen ist das Residuum a — 2, die Summe der Wur¬ 
zeln 1 —a. Daher wird die Summe aller Wturzeln vermehrt um die 
Summe aller Residuen gleich « — 1. Daher ist die Summe aller Wurzeln 
aller charakteristischen Gleichungen gleich « — 1, da die Summe aller 
Residuen verschwindet. 

Schreiben wir noch die Fundamentalgleichungen unter Verwendung 
der Partialbruchzerlegungen (3) auf. Sie lauten: 


o{$ — 1) -1- A^q -j- = 0 für die Stelle z = a.jc> 

e(e - 1) + (2 - iJAj.) Q ■+- -l- 0*«*) = O für z = oo . 


§ 7. Die h]rpergeometrische Differentialgleichung. 

1. Aufstellung der Differentialgleichung. Eine jede Differential¬ 
gleichung der FucHSschen Klasse muß im Endlichen mindestens eine 
singuläre Stelle haben. Denn sonst wären die Koeffizienten konstant. 
Aber die Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gehören 
nicht der FucHSschen Klasse an, es sei denn, daß = 0 vorgelegt 
ist. Denn die Koeffizienten anderer Differentialgleichungen mit kon¬ 
stanten Koeffizienten werden ja im Unendlichen nicht Null und ihre 
Integrale haben, wie wir von S. 153 wissen, im Unendlichen wesentlich 
singuläre Stellen. 

Differentialgleichungen der FucHSschen Klasse aber, welche im 
Endlichen gerade einen singulären Punkt haben, sind nach (3), (4) S. 222 
von der Form 

Auch sie haben wir schon S. 166 zu integrieren gelernt. Diese Diffe¬ 
rentialgleichung hat überdies noch z = oo als singuläre Stelle, falls 
nicht A =s: 2, B — 0 ist. Denn dies ist nach Fußnote ^ von S, 222 die 
Bedingung dafür, daß = oo eine reguläre Stelle ist. 
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Soll eine Diffdcntialgh ichung <!< i I 11 us t h< n Kl i si uu I nillic In tt 
zwei singulire PunkU lubtn niicl un Uniiidlnlun H| uln (in m» mnü 
sie durch lincirc Transfoim ilicm von ui < iiu i d( i t»ht n Ix ti u lute t< n 
hervorgehen 

Der nächst cmfiehsh 1 ill ist fUi <iiß (lin in^ulin Punkti \ui 
handtn sind bu mögen Ixi 0 1 oj lugen* Du if um l undt 

mentalgU ichunge n mögt n 

(Cot ßo ) (ßn öl) (ß t ß ) 

sein Sut Riimann bt/nehmt mm um |t<lt I (» imf., uiiu 
Differentialgleichung mit 

/ 0 I 

^’lcoi ßu ß 1 
^ßo/ ßia ß i 

Man zahlt nämlich h leht ii le h <1 lü du An/ liil d< i ui du K<k Hi/u iiti n 
der Differentialgleichung ungehendui I’iTinutu fünf ist iiiiiiiiilt 
zwei Koeffizienten im/lhhi vm p^i^) und dm im/dilii \nn 
Ebenso groß ist aber du /ihl ehr in ehn \u dimk du /* l nnktiuu 
eingehenden Parameter 6 1 unelumnt ilwui/eln {i„ «hmi Sitimiu lit 
Man wird somit erwirteii d ifl m m ehe kui fft/u nt» n eh t I>itl« m nti U 
gleichung durch die se 5 m ue n V ii um t< i lusdnti k< n k um W ii vk»Hi ii 
das nachhei auch tun vorab ilxr heimikui diü »m (,huh« K* nl 
tat bei mehr als drei singulären Stellen nuht /u uw uten i t Denn 
bu n im Endlichen geltgemn Smgiihut Iteii lut nun m ehii Ihttenii 
tialgleichungskoe ffuie nte n 

» I H I :2m ] (h I 

Parameter Perncr hat nun n smguUn SteUui und 2» i i lumli 
mentalwur/eln Da abei du Summe du seihen wie de i fest ist a» «me! 
das noch 2« -|- 1 Parimeter Daher lut nun hu dus«i /tlihutf 

Di ( l 

Parameter Beide /ahlui stimmen nur fiir n 2 iltutein Du ubii 
schussigen in die Dif fe re ntialgle u hung eilige he ndeti » 2 iuifhti ehe 

akzessonschm Parameter Mm kum 'llmheh wir Ihi Kuuiweit 
aufgaben vcisuchen su dureh weitele den I elaingeit ttufeilegte 
Bedingungen zu bestimmen Man erlult so mmittgfteile Os/illatioiis 
theoreme die spätei noch uu wenig lulhei luiulirt Werden kdtineit 
Wir wollen bu den Diffe re ntialgle le huuge n mit drei smgiil tie ii 
Punkten stehen blulxn Durch du Siehstitution 


w ar'(l 3)' w 

Das laßt sich j i dui(h eene hexe tu Ii insfettiii itiun sut irjiu beit 
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kann man erreichen, daß bei 0 und 1 je eine der Fundamentalwurzeln 
verschwindet. Die beiden Wurzeln bei oo bezeichnet man dann mit 
a, ß, die zweite Fundamentalwurzel von 0 hat man sich gewöhnt, mit 
1 — 7 zu bezeichnen. Berücksichtigt man dann noch, daß die Summe 
aller 1 sein muß, so wird die zweite Wurzel des Punktes 1: 


y —a — 


Das Symbol der neuen P-Funktion wird also 



Nun sollen die Koeffizienten der Differentialgleichung durch a, ß, y 
ausgedrückt werden. Das gelingt am besten durch Heranziehen der 
Partialbruchzerlegung der Koeffizienten und unter Verwendung der 
Schlußformeln des letzten Paragraphen. Denn dort kann man direkt 
die Ausdrücke der Koeffizienten der Partialbruchzerlegung durch die 
Fundamentalwurzeln ablesen. Man findet so als Ausdruck der Diffe¬ 
rentialgleichung 




^ - 1 ) 


w' 4* 


ccß 


W 


Sie heißt ,,hypergeometrische Differentialgleichung'' aus einem bald an¬ 
zugebenden Grunde. 

2. H 3 rpergeometrische Funktionen. Unsere nächste Aufgabe ist es, die 
Fundamentalsysteme der drei singulären Punkte anzugeben. Ich be¬ 
ginne mit = 0, und will annehmen, daß y keine negative ganze Zahl 
und nicht Null ist. Dann gehört zu der Fundamentalwurzel 0 ein bei 
z = 0 reguläres, dort nicht verschwindendes Integral. Man kann es 
somit nach S. 214ff. mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
berechnen und darf dabei annehmen, daß es bei z = 0 den Wert Eins 
hat. Die so normierte Funktion bezeichnet man mit 


i^(a, ß,7yZ)^ 


Die Methode der unbestimmten Koeffizienten liefert, wie der Leser 
selbst nachrechnen möge, 


F{x,ß,y,z) = 1 + ^2 + 


«j£L±ihM±Jil .2 4_ 

■ 1.2.y.(y+l) 


Diese Reihe heißt die hypergeometrische Reihe, geht sie doch für a = 1, 
= 7 in die geometrische Reihe über. Ihr Konvergenzkreis ist der 
Einheitskreis. 

Zur Berechnung der zweiten Funktion des Fundamentalsystems 
führt im Falle, wo y keine ganze Zahl ist, die folgende Bemerkung. 

Biebbraach, Differentialgleichungen. 8. Aufl. 15 
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Wenn man in der hypergeometnschen Differentialgleichung die Sub 
stitution 

W = w 

macht so erhalt man eine neue hypergeometnsche Differentialgleichung 
Denn die Fundamentalwurzeln werden jetzt Bei = 0 y — 1 0 bei 
2 = 10 7-a-^bei^r==c3o «-y + l ß-y + l^ Setzt man 
daher 

«1 = « —y + l ^i=j3—y + l yj^ = 2 — y 

so erkennt man daß der neuen Differentialgleichung die h3?pergeo 
metnsche Funktion F(<Xx z) genügt Daher ist 

= F(cc — y + 1 + i 2~yz) 

das andere Integral des Fundamentalsystems der gegebenen Differential 
gleichung Natürlich kann man dies auch auf dem Wege der Rechnung 
bestätigen 

Nunmehr ist es auch leicht für die Stellen Ems und Unendhch 
Fundamentalsysteme anzugeben Macht man namhch m der hyper 
geometrischen Differentialgleichung die Substitution 

S = 1 — 2 

so wd dieselbe 

^>_ -y + « + ^ + L -(i + a + ^)s 
Setzt man nun 

«1 = «, ßi = ß 7j = l + a + /3 — y 
SO kann man sie auch schreiben 

Demnach ist 

PK ßi>7i i) i^-^FK—yi + i ßi—yi+i 2-yi j) 

em Fundamentalsystem derselben bei j = 0 falls kerne ganze Zahl 
ist Daher wird 

F{a. ß 1 + «, + ß — y 1 — z) 

{1 — zy~'*-fF{y — ß y — a 1 — a — ß-\-y,l — z) 

em Fundamentalsystem der ujsprunghehen bei z = 1 falTc nicht 
y — OL—ß eme ganze Zahl ist 

Macht man andererseits die Substitution 

1 

_ * = T 

1 Wenn z B sp jgt so wird W= sp 
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SO entsteht eine Differentialgleichung mit drei singulären Punkten 
0,1, cx), deren Fundamentalwurzeln 

(a,/5), (0,y — a —^), 0,1—y) 

sind. Setzt man daher 

SO wird die Differentialgleichung hypergeometrisch mit den Funda¬ 
mentalwurzeln: (0, — a), (0, y — a — , (a, a — y + 1) • Daher ist 

F(a,a —}^ + l, 1 + a — 

—y-1- 1,1 —a •+•/?,5) 

ein Fundamentalsystem derselben bei J = 0, falls ß — ol keine ganze 
Zahl ist, Daher ist 

(L)“f (a, a -y + 1. i + a - ß. 4) 

1+/5-0C. 4 ) 

ein Fundamentalsystem der ursprünglichen bei z = oo, falls a —j8 
nicht ganzzahlig ist, / 

§ 8. Analytische Fortsetzung einer einzelnen Lösung. 

1, Konforme Abbildung durch den Quotienten zweier Lösungen. Es 
ist in diesem einführenden Buche nicht meine Aufgabe, eine erschöp¬ 
fende Theorie der hypergeometrischen Differentialgleichung zu geben. 
Vielmehr sehe ich meine Aufgabe darin, einen Überblick über die 
wesentlichsten bisher behandelten Probleme zu geben. Daher will ich 
auch nicht näher auf die Bestimmung der Fundamentalsysteme in den 
Fällen eingehen, wo die bisher bestimmten Fundamentalsysteme ver¬ 
sagen, wenn also z. B. y eine ganze Zahl ist. Methodisch wurden ja 
diese Fälle nichts Neues mehr bieten. 

Lieber will ich mich jetzt der Frage züwenden, wie man die ana¬ 
lytische Fortsetzung einer einzelnen Lösung bestimmen kann. Wenn 
z. B. F(a, jS, y, z) vorgelegt ist, so erhebt sich beispielsweise die Frage, 
wie sich dieselbe in der Nähe von jsf = 1 oder von z == oo verhält, über¬ 
haupt allgemein die Frage nach ihrer Änderung, wenn z einen ge¬ 
schlossenen Weg in seiner Ebene beschreibt. Ich beschränke mich 
dabei wieder auf die im vorigen Paragraphen hervorgehobenen Fälle, 
wo in den Fundamentalsystemen die logarithmischen Glieder fehlen. 

Nun kann nach S. 207 jede Lösung auf jedem Wege fortgesetzt 
werden, der keine singuläre Stelle der Koeffizienten trifft. Daher ist 
jede Lösung in demjenigen Stern eindeutig, den man erhält, wenn 
man den Mittelpunkt eines sie definierenden regulären Funktions¬ 
elementes mit den Stellen 0 und 1 verbindet und die Ebene längs der 

16* 
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Verlängerungen dieser beiden Limen über 0 und 1 hinaus aufschneidet 
Es wird also nur darauf ankommen Umlaufe um einzelne smgulare 
Punkte zu untersuchen Es ist dazu zweckmäßig nicht F{oc ß y z) 
für sich zu untersuchen sondern die beiden Funktionen 

= F{a ß y z) 

= z‘^-yF{oL — y jS —>^+1 2 — }/ z) 

welche das Fundamentalsystem bei ^ = 0 bilden gleichzeitig neben 
emander zu betrachten Am bequemsten gelangt man zum Ziele wenn 
man den Quotienten 

w== — 

heranzieht Wir wollen untersuchen welche Abbildung diese Funktion 
von der oberen Halbebene ^(z) >0 vermittelt Ich setze die ol ß y als 
reell voraus Wir werden erkennen daß die Halbebene in ein Kreisbogen 
dreieck ubergefuhrt wird 

Es leuchtet em daß Zahler und Nenner von w auf der Streckt 
0 < ^ < 1 reell smd wenn man sich für den reellen Zweig von 
entscheidet Ferner besitzt die Ableitung von w stets einerlei Vor 
Zeichen Denn es ist ]a 

w\ 

Nach S löl hat man aber 

“'s — IC’j Wi = <** 

Dieser Ausdruck kann nur an emer smgularen Stelle der Differential 
gleichung verschwmden wenn er nicht identisch verschwmdet Dann 
aber wäre w konstant Daraus folgt daß durch w das Stuck 0 < « < 1 
der reellen Achse in ein monoton durchlaufenes Stuck der reellen 
w Achse ubergefuhrt wird wofern man sich für denjenigen Zweig von 
^ entscheidet der für 0 •< ^ < 1 positiv reell ist Dieses Stuck der 
reellen Achse kann w = oo enthalten und auch Teile der w Achse 
mehrfach bedecken 

Was wird nun aus der negativen reellen Achse’ Setzt Tnau m der 
oberen Halbebene z — rß*’’ 0 ^ 95 so wird für negative z 

z = re*” 

Daher hat man 

zl — y = yl-}'c»«(l-)') 

ZU nehmen Ersetzt man dann Fj durch und wiederholt die 

vongen Schlüsse so erkennt man daß die negative reelle Achse in 
em monoton durchlaufenes Stuck der Geraden 

argie^ = i7r{l — y) 

der w Ebene ubergeht Beide bisher genannten Geradenstucke bilden 
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also einen Winkel von n[\ ~y) miteinander. Nun bleibt noch die 
reelle Achse 

^>1 


übrig. Betrachten wir zunächst einmal in der Umgebung von z = \ 
den Quotienten der beiden Funktionen, durch die wir vorhin S. 226 
in der Umgebung dieses Punktes ein Fundamentalsystem darstellten. 
Dann erkennt man genau wie eben, daß durch diesen Quotienten z>\ 
in eine gerade Strecke übergeführt wird. Da nun aber und bei 
der Fortsetzung in der Umgebung von ^ = 1 in lineare Funktionen 
der eben benutzten beiden Lösungen übergehen, so wird w eine ge¬ 
brochene lineare Funktion des eben benutzten Quotienten. Und daher 
wird durch w die Strecke z > 1 auf einen Kreisbogen abgebildet. Der¬ 
selbe muß mit den beiden schon eingeführten Strecken zusammen 
ein Dreieck bilden. Denn wenn z die reelle Achse durchläuft, so muß 
sich w aus funktionentheoretischen Gründen reproduzieren. Denn 
sonst enthielte die obere Halbebene weitere Singularitäten. Daher 
wird die reelle Achse auf eine geschlossene Kurve abgebildet, und 
zwar wie wir sahen, auf den Rand eines Kreisbogendreiecks. Somit 
wird wieder aus funktionentheoretischen Gründen die obere Halbebene 
auf dies Kreisbogendreieck selbst abgebildet. Welche Winkel besitzt 
dasselbe nun in den zwei noch übrigen Ecken? Zur Beantwortung 
dieser Frage hat man nur den Charakter der Abbildung zu untersuchen, 
die der Quotient der beiden in der Umgebung von ^ = 1 und ^ = oo 
betrachteten ausgezeichneten Lösungen vermittelt. Denn unser Quo¬ 
tient — ist ia hei z ==l und 2 : = oo als lineare Funktion dieser Quo- 

tienten darstellbar und lineare Abbildungen sind ja winkeltreu. Nun 
aber wird jener Quotient bei 2 = 1 


( 1 - 


- ß-y — «■’ + 1 -■g) 


Bei z ^ CO aber wird er 


l + /3-y, l + j9-a,i 

F^a, oc—y + 1, a. — ß, 

Man erkennt sofort, daß dadurch die reelle Achse bei z in zwei 
unter dem Winkel 7 t {y —a —/8) aneinanderstoßende Geraden über¬ 
geführt wird, während bei = oo der Winkel 7t {ß — ix) herauskommt. 
So haben wir das Resultat: 




Durch die Abbildung 

- y + 1, ß — y+ 2-y> z) 

F(oL,ß,y,z) 

wird die Halbebene auf ein Kreisbogendreieck abgebildet, das die 
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drei Winkel : 7 r(l — y) — a ~/ 8 ) nfß ol) besitzt Ich kurze ib 

y=:l—y V = ß —Oi 

Die mehr funktionentheoretische Frage nach der Berechnung dtr 
Eckenkoordmaten dieses Dreiecks will ich nicht anschneiden auch du 
damit zusammenhängende Frage nach den Änderungen die unsei Quo 
tient und damit auch der Zahler und der Nenner bei Umlaufung 
der smgularen Stellen erfahren wiU ich nicht behandeln Es mag gt 
nugen die allgememe Natur des Ergebnisses festgestellt zu habtn 
Jedenfalls wird emem Umlauf von z um emen smgulaicn Punkt eint 
lineare Substitution des Quotienten entsprechen 

Ich will nur m gewissen SpezialfaJlen die quahtativc Natui des 
Ergebnisses noch etwas weiter verfolgen Nach dem Spiegclungs 
prinzip geht namheh die untere Halbebene gleichfalls in ein Kreis 
bogendreieck über Denke ich mir weiter die RiEMANNsche Flicht 
von w (z) m ihre Halbebenen zerlegt und diese längs der drei Streckt n 
0<^<1 z >l z <0 jeweils anemandergeheftet so erhalte ich als 
Bild der RiEMANNschen Flache emen aus lauter Kreisbogendreiecken 
aufgebauten Bereich 

2 Schlichte Abbildung Besonderes Interesse bietet nun der hall 
wo dieser Bereich schheht ist wo also kein Stuck der Ebene mehrfach 
von den Kreisbogendreiecken bedeckt wird Es ist dies der Fall, wo du 

Unikehrungsfunktion von emdeutig ist Es ist dazu erforderlich 
daß die Wmkel Xn fin vn von der Form 

ÜT 7t 

l m n 

sind wo l m n ganze Zahlen bedeuten Durch sukzessive Spiegelung 
der dann schhehten Dreiecke an den freien Rändern erhalt man näm 
lieh ein schlichtes Dreiecksnetz Dieses Netz bedeckt insbesondere in 
der Umgebung emes jeden Eckpunktes emes Dreiecks die Ebene cm 
fach und lückenlos Dies bringt aber gerade die eingefuhrte Winkel- 
bedmgung zum Ausdruck Betrachten wir z B die Ecke an der dti 

Wmkel — hegt und spiegeln das Dreieck an einer von dieser Ecke 
ausgehenden Seite so erhalten wir em weiteres Dreieeck das, an das 
erste anstoßt Der von beiden gebildete Bereich ist unter anderem 
von zwei von der Ecke ausgehenden Kreisbogen begrenzt wdclu 

emen Wmkel von — gegenemander bilden Beiläufig bemerkt ist diess s 

Doppeldreieck nun das Bild einer vollen längs emes Stucks der reellen 
Achse aufgeschmttenen z Ebene Spiegele ich das Doppeldreieck er¬ 
neut an emem semer von der gleichen Ecke ausgehenden Kreisbogen 

so erhalte ich em neues an diese Ecke wieder mit dem Wmkel 2 - 
anstoßendes Doppeldreieck Wenn ich so an den freien Rändern im 
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ganzen Ä-mal spiegele so erhalte ich k jeweils mit dem Wmkel 2 — 

an die Ecke anstoßende Doppeldreiecke deren jedes aus zwei zueinander 
spiegelbildlichen Kreisbogendreiecken besteht Diese 2 k Dreiecke sollen 
für passendes k die ganze Umgebung der Ecke gerade einmal lückenlos 

k 

bedecken Also muß für passendem k der Bruch — == 1 sem Also muß 
n eine positive ganze Zahl sem 

Schraffiert man diejenigen Hälften der Doppeldreiecke welche Bil¬ 
der der oberen Halbebene smd so besteht jedes Doppeldreieck aus einer 
schraffierten und emer nicht schraffierten Hälfte (Vgl Abb lö die 
für w = 4 gezeichnet ist) Je zwei schraf¬ 
fierte Hälften gehen durch eine gerade 
Anzahl von Spiegelungen ausemander her 
vor Eine solche gerade Anzahl von Spie¬ 
gelungen ist aber gleichbedeutend mit emer 
linearen Abbildung welche die gemem 
same Ecke festläßt Die so erhaltenen 
hnearen Abbildungen lassen sich alle als 
Wiederholungen (Potenzen) emer derselben 
darstellen Wenn man nämlich zwei be 
nachbarte schraffierte Bereiche ms Auge 
faßt so hängen sie durch eine lineare Abb 16 

Abbildung zusammen deren Wiederho¬ 
lungen die ubngen hnearen Abbildungen ergeben Natürlich handelt 
es sich um eUiptische hneare Abbildungen, deren nie Potenz die 
identische Abbildung ist also um Substitutionen der Periode n 

In diesen Betrachtungen hegt auch umgekehrt schon begründet, daß 
die Abbildung m der Umgebung emer jeden Ecke emen schhchten 

Büdbereich hefert falls die Winkel die Form positiven 

ganzzahhgen l m n haben Man kann weiter schheßen, daß der ganze 
Büdbereich schhcht ist daß also die Wmkelbedmgung auch hinreichend 

ist für den eindeutigen Charakter der Umkehrungsfunktion von 

Ich will diesen Beweis nicht völlig durchfuhren sondern nur emige 
Gesichtspunkte hervorheben die bei der Anlage des Beweises zur Gel¬ 
tung kommen Insbesondere hat man die nachstehend imterschiedenen 
drei Fälle auch beim Beweis gesondert zu behandeln Als Muster dient 
dabei immer die Beweisführung die man m memem Lehrbuch der Funk¬ 
tionentheorie, Bd I S 246/246 für die Schhchtheit der durch das eUip¬ 
tische Integral erster Gattung vermittelten Abbüdung findet 

3 Automorphe Dreiecksfunktionen Die Tatsache der Schhchtheit hat 
zur Folge daß d^e Umkehrungsfunkhon unserer AbhldungsfunkUon etn- 
deuhg %st Sie ist weiter eine automorße FunkUon Die hnearen Abbd- 
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düngen nämlich welche die verschiedenen Bilddreiecke der z tbent 
ineinander uberfuhren bilden eine Gruppe Da in jedem der Bild 
bereiche die Umkehrungsfunktion dieselben Werte annimmt so bleibt 
sie ungeandert wenn man auf ihr Argument irgendeine Transformation 
dieser Gruppe ausubt Solche Funktionen nennt man aber automorphe 
Sonut fuhren unsere an die Differentialgleichung anschließenden Über 
legungen hmuber zur Theorie der automorphen Dreiecksfunktionen 
Ich will noch ein Wort über ihre Klassifikation anschließen Diest 
hangt von dem Wert der Summe 

1 + 1 + 1 

ab Ist diese gleich Ems so ist die Winkelsumme unseres Dreiecks üt 
Daraus erschheßt man daß dasselbe geradlinig angenommen werden 
kann Man kann nämlich durch eine hneare Substitution stets er 
reichen daß zwei semer Seiten geradhnig werden Man muß nur Sorge 
tragen daß der eine nicht in eme Ecke fallende Schnittpunkt der 
beiden begrenzenden Kreise ins Unendhehe kommt Nimmt man nun 
eme weitere Ecke behebig an so muß durch dieselbe unter vorge 
schnebenem Winkel gegen die schon vorhandene gerade Seite desselben 
em Kreisbogen gelegt werden der die dritte Seite wieder unter vor 
geschnebenem Wmkel tnfft Dadurch ist aber wie man leicht einsieht 
der Kreisbogen bestimmt Daß aber in unserem Falle eine dritte gerade 

Dreiecksseite die Winkelsumme zu^ (ih4- + ~ + “^zul macht 

t m 1% 

ist selbstverständlich Durch Ausübung der zugehörigen Gruppe trh Ut 
man eme lückenlose Bedeckung der voUen Ebene rmt unendlich vielen 
kongruenten Dreiecken 

Es kommen nur die folgenden endheh vielen Kombinationen von 
Zahlen l m n va Betracht 


l 

m 

n 

2 

4 

4 

2 

3 

6 

3 

3 

3 


Ein weiterer Fall ist der daß 


I ' n ^ 


1 


ist Hier kommen nur die folgenden Falle in Betracht 


l 

m 

n 

2 

2 

behebig 

2 

3 

3 

2 

3 

4 

2 

3 

5 
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Dann ergibt sich, daß die ganze Ebene mit endlich vielen entsprechenden 
Dreiecken bedeckt wird. Stereographische Projektion und der Anblick 
der Tabelle lehrt, daß man es mit den aus der Theorie der regulären 
Körper bekannten Gruppen zu tun hat. Man denke sich in den Seiten¬ 
flächen eines Tetraeders, Oktaeders oder Ikosaeders die drei Höhen 
errichtet, so daß jede Seitenfläche in sechs kleinere Dreiecke zerfällt, 
beschreibe dann dem regulären Körper eine Kugel um imd projiziere 
das auf dem Körper entstandene Netz vom Mittelpunkt aus auf die 
Kugel. Dort entstehen dann lauter kongruente sphärische Dreiecke, 
deren Winkel die an zweiter, dritter und vierter Stelle in unserer Ta¬ 
belle verzeichneten sind. Da aber ein Kreisbogendreieck durch seine 
Winkel bestimmt ist (bis auf lineare Transformation), so ist in diesen 
drei Fällen die Behauptung bewiesen. Der erste Fall entspricht den 
Diedern. Das sind einer Kugel einbeschriebene gerade Doppelpyra¬ 
miden, die über einem regelmäßigen n-Eck errichtet sind. Man zerlege 
jedes Seitendreieck durch seine Höhe in zwei Dreiecke und projiziere 
wieder auf die umbeschriebene Kugel. 

Nun bleibt noch der Fall 


Alsdann ^bt es einen Kreis, der auf den drei Dreiecksseiten senk¬ 
recht steht. Zwei der Dreiecksseiten darf man nämlich wieder gerad¬ 
linig annehmen. Ihr Schnittpunkt werde als Mittelpunkt des gesuchten 
Orthogonalkreises gewählt. Zieht man nun von ihm aus die beiden 
Tangenten nach dem Kreise, welchem die dritte Dreiecksseite an¬ 
gehört, so steht der mit der Tangentenlänge als Radius beschriebene 
Kreis auf dem Seitenkreis senkrecht. So kann man bei jedem nicht gerad¬ 
linigen Dreiecke schließen, also auch dann, wenn die Winkelsumme Ti 
übertrifft. Hier aber, wo sie kleiner als 7t ist, kann man weiter schließen, 
daß ufiseT Kfßisiogcndfciech völlig dem Infieffi des Otthogowlkveises an- 
gehört. Denn wegen der Winfcelsumme liegt das Dreieck ganz im 
Inneren des geradlinigen Dreiecks mit den gleichen Ecken. Die Tangenten 
berühren somit jedenfalls außerhalb dieses Dreiecks den Kreis. Daher 
liegt der die Seite enthaltende Kreisbogen und damit das ganze Dreieck 
im Inneren des Orthogonalkreises. Durch eine Spiegelung an einer 
Dreiecksseite geht aber nun der Orthogonalkreis in sich über. Daher 
liegen alle Dreiecke des Netzes ganz im Inneren des Orthogonalkreises, 
und man kann, wie hier nicht näher ausgeführt werden soU, unter 
Heranziehung der auf diesen Kreis gegründeten kreisgeometrischen 
Maßbestimmung, zeigen^, daß sie dies Innere einfach und lückenlos 


1 Man umgebe durch sukzessives Spiegeln das erste Dreieck mit einem Kranz 
weiterer, so daß jeder Randpunkt innerer Punkt wird. Um den so erhaltenen 
Bereich lagere man einen neuen Kranz usw. Nun gibt es eine Zahl r > 0 derart. 
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bedecken Die Penphene des Ortbogonalkreises ist natürliche Grenze 
für die automorphe Funktion weil sich gegen jeden Punkt der Pen¬ 
phene die Dreiecke häufen und die Funktion in einem jeden Doppel- 
dreieck jeden Wert annimmt 


4 Zusatze Ich schheße diese Skizze mit einem knappen Hinweis 
auf die allgememen Probleme die sich ergeben wenn die Differential 
gleichung mehr als drei singulare Punkte besitzt Wir haben schon 
oben (S 224) festgestellt daß dann die Koeffizienten nicht eindeutig 
durch die smgularen Stehen und die Wurzeln ihrer Fundamental 
gleichungen festgelegt smd sondern daß dann noch akzessorische Para¬ 
meter bleiben Beispielsweise hat eine Differentialgleichung der tucHs- 
schen Klasse mit vier singulären Stellen « 6 c oo die Gestalt 


w 



Lzl 

z — b 


1 — _j_ w _ 

(z^a) (z-^h) 




a h c besitzen die fundamentalen Wurzelpaare 
(0 a) (0 ß) (0 y), 

wahrend die fundamentalen Wurzeln dg des unendheh fernen Punk¬ 
tes sich aus den Gleichungen a + + y + d^ + dg = 2 d^dj == -4 er¬ 

geben B fungiert als akzessonscher Parameter Weim alles reell ist 
kann man B z B durch die Zahl der Nullstellen festlegen die emt 
Losung der Gleichung m einem gegebenen Intervall haben soll Das 
wäre eine Festlegung im Rahmen eines OsziUationstheorcms Man 
kann aber auch nach funktionentheoretischen Gesichtspunkten Vor¬ 
gehen Wenn wieder die Gleichung z B reell ist so wird wieder die 
obere Halbebene auf ein Kreisbogenviereck abgebildet Zu diesem gehört 
aber im allgememen kein Kreis der auf seinen samthehen Seiten senk 
recht steht Man kann aber verlangen den akzessorischen Parameter 
so zu bestimmen daß ein Orthogonalkreis auf tritt Fordert man außer¬ 
dem noch daß die Umkehrung des Quotienten zweier Losungen eine 
emdeutige automorphe Funktion wird so ist dadurch der akzessorische 
Parameter sogar emdeuüg festgelegt Ich begnüge imeh damit, den 
Charakter der Probleme anzudeuten Ein weiteres Emdnngen in die¬ 
selben muß dem Spezialstudium des Lesers Vorbehalten bleiben Man 
vergleiche dazu insbesondere Klein Math Ann Bd 64undHlLB Math 
Ann Bd 66 68 


daß j^er um einen Randpunkt eines Dreiecks geschlagene Kreis vom kreis 
^ometnschen Radius r bei Anlagerung eines Kranzes vollständig überdeckt wird 
Hieraus folgt sofort daß bei sukzessivem Anlagern von Kränzen kein Punkt 
aus dem Wen des Orthogonalkreises unbedeckt bleiben kann Daß kein Punkt 
mehrfach bedeckt wird lehrt die Anwendung des Monodromiesatzes der Punk 

üonentheone auf die Umkehrung von ^ die m der Umgebung jeder Stelle cm 

^uüg ist Man kann auch ohne Verwendung der Umkehrungsfunktion mit dem 
Beweisgedanken des Monodromiesatzes arbeiten 
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• In einer letzten Bemerkung dieses Paxa^aphen werde noch auf 
ein berühmtes Problem hingewiesen. Unsere Darlegungen haben klar 
gezeigt, daß jeder Differentialgleichung eine bestimmte Gruppe von 
linearen Substitutionen zugehört. Das ist die Gruppe derjenigen linearen 
Substitutionen, welche ein Fundamentalsystem erfährt, wenn man z 
irgendwelche Wege in seiner Ebene durchlaufen läßt. Diese Gruppe 
heißt Monodromiegrupfe der Differentialgleichung. 

Unter dem Namen RiEMANNsches Problem ist nun die folgende 
umgekehrte Frage geläufig: Wenn man Monodromiegruppe und sin¬ 
guläre Stellen ,. .., einer Differentialgleichung der FucHSschen 
Klasse vorgibt, gehört dann dazu auch immer bei passender Wahl der 
akzessorischen Parameter eine Differentialgleichung, die diese singulären 
Punkte und diese Monodromiegruppe besitzt ? Hilbert und Plemelt 
haben mit Hüfe der Theorie der Integralgleichungen dies Problem ge¬ 
löst, und der letztere hat sogar einen Überblick über die Mannigfaltig¬ 
keit der Lösungen geben können. Birkhoef hat ein analoges Problem 
für Differentialgleichungen mit wesentlich singulären Stellen gegebener 
Natur formuliert und gelöst. Wegen der Literaturangaben werde wieder 
auf die Enzyklopädie verwiesen^. ' 

§ 9. LEGENDRESche Polynome. 

Besonderes Interesse verdienen die Polynome, welche der hyper- 
•geometrischen* Differentialgleichung genügen. Die Methode der im- 
bestimmten Koeffizienten, welche auf die hypergeometrische Reihe 
führt, lehrt dann, daß diese Reihe abbrechen muß. Dies ist aber nur 
dann möglich, wenn a oder eine negative ganze Zahl ist. Die so ent¬ 
stehenden Polynome nennt man nach Jacobi, der sie zuerst allgemein 
betrachtet hat, jACOBisdie Polynome, Jacobi hat auch eine zu (1) 
von S. 237 analoge interessante Darstellung derselben als mehrfache 
Ableitung angegeben. Wir woUeu dieselbe für den wichtigsten Spezial¬ 
fall der älteren LEGENUREschen Polynome hernach herleiten. Diese 
LEGENDRESchen Polynome erhält man, wenn man in der hypergeo¬ 
metrischen Reihe 

a«s=^-f-l, y == 1 

(Ä > 0 ganze Zahl) setzt. Genau genommen sind dies allerdings noch 
nicht die LEGENDREschen Polynome, sondern der den LEGENDREschen 
entsprechende Spezialfall der jACOBischen. Die LEGENDREschen selbst 
erhält man, wenn man die singulären Punkte der Differentialgleichung 
nach — 1 , + 1 /oo legt, statt nach 0, 1 , oo. Macht man somit in der 

1 Hierzu kommt neuerdings J. A. Lappo-Danilevski : Resolution algorith- 
mique des prohltoes reguliers de Poincarä et de Riemann. Journal de la soc. 
phys. matb.. de Leningrade. Bd. 2 S. 94^154. 1928. 
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hypergeometnschen Differentialgleichung der S 225 die Substitution 

_ 1 - T 
" ~ 2 

SO geht sie in die Differentialgleichung 

(l_,.)iZ-2rg + Ä(Ä + l)z. = 0 

der LEGENDREschen Pol3monie über Das k te derselben ist durch 

+ i 1 1^) 

gegeben Die jACOBische Darstellung derselben erhalt man wie folgt 
Wenn man die hypergeometnsche Reihe nach z differenziert so 
erkennt man daß die Ableitung als hypergeometnsche Funktion 

^■((X+l ^ + 1 y + 1 z) 

geschrieben werden kann Durch Wiederholung dieses Differcnzu n ns 
erkennt man allgemein die Richtigkeit der Gleichung 

ß y ) 

-M.+ 1) (. + .-1) ^ + „ y + , ,) 

Die Ableitungen der hypergeometnschen Reihe sind also selbst hyper¬ 
geometnsche Funktionen und zwar genügt die n te derselben der 
Differentialgleichung 

^i^-l)^ + L{oi + ß + 2n+l)z-y-n]!^'' 

+ (a + «) (^ -|- n) »<"• = 0 
Multipliziert man diese Gleichung mit 


zr+n-i (z — l)<‘+fi-y+» 

so erkennt man leicht daß man sie m der Form 

--(a + ») (yj + ») «-1 (^ _ l)a h/f -yH Ä ^(ft) 

schreiben kann Differenziert man dies n mal so erhalt man 

1^1+« _ i)«+/f-y+„+i 

= —(« + «) + 

Bildet man diese Gleichung der Reihe nach für die Werte m = 0 
1 Ä — 1 und multipliziert die Ergebnisse miteinander so er 
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hält man 

= (—1)»a («+ 1) •••(«+ Ä—1)/3 (i5 +1) - (iÖ+Ä- 1) • z»'-! • (2- 1)“+^-!' ter. 
Wenn nun insbesondere die hypergeometrische Reihe mit dem Glied 
Ä-ten Grades abbricht, so wird die A-te Ableitung eine Konstante und 
man kann der letzten Gleichung eine Darstellung von w als A-te Ab¬ 
leitung entnehmen. Für den Fall der LEGENDREschen Polynome werde 
dies noch fertig ausgerechnet. Die A-te Ableitxmg von 

F{k + 1, — Äj, 1, z) 

wird aber ersichtlich 


+ + INI. (2^)1 

Ä! ' k\ * 

Somit erhält man die Darstellung 


- 1)*) = (* + 1) (Ä + 2). • . (2 K)k\w. 


dz^ 


Also wird 




Geht man von hier durch die Substitution z = 
LEGENDREschen Polynomen über, so findet man 

( 1 ) = 


ZU den echten 


Man kann die Differentialgleichung derselben auch in der Form 

schreiben. Mit ihrer Hilfe leitet man leicht nach den Regeln der par¬ 
tiellen Integration die Orthogonalitätseigenschaften derselben her. Man 
findet 

+ 1 4-1 

= Jp„(T)P„(T)rfT = 0 (n + W). 

-X -1 

Man kann jede in dem Intervall — 1 ^ r ^ + 1 zweimal stetig dif¬ 
ferenzierbare Funktion / (r) in eine nach LEGENDREschen Polynomen 
fortschreitende Reihe entwickeln: 

+ 1 

/(T) =^«„P„(T), WO «„ = ^^^J/(r)P„(T)ö!T. 

-1 

Ich bemerke noch, daß die LEGENDREschen Polynome die Lösungen 
der folgenden Randwertaufgabe sind: 
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Wie muß mm dtn Vuumta ^ wUiltn <lkinif dii IhJI« ic niul 
gleichung 

d f #n , - 

,7^[(l 1 A« 0 

l-osungen btsit/t wdclK m ddu ibgtsthlos <ii»ii 

— 1t I 

endlich smd ? 

Die bisherigen Dajrlt gungi n/t ig( II d iH )(di iif ill (in/ A(/ ( h 
mit ganzem positiven K solelu I <>sung( n in de ii l h i ndki «li« n l*ol\ 
nomen vorliegcn Su smd ilni /iigUidi wu nun ht ivi ist n Liim di» 
cmzige,n Losungen der Kmdwtil uifgUx 

Ich will indessen dus( Beti uhlungen nicht wutti iiisfithiin Idi 
will auch darauf ver/uhten hui den 1 ntvucklungs* »t/ /u Ihwcimii 
M an vergleiche dn/u / B du mchiuwihntt A,ih<il d< H<ti« l»Rt uu 
in Math Ann Bd 9ö 


§ 10 Asymptotische Integration 

1 Normalreihen Wii gehen min neuh kut/ uif \m si nthi h ‘ingul «i 
Stehen cm Zunächst kinn min im Ansihhitl m dis Voih»i|;rhindt 
fragen ob es nicht ludi im Inllc wtsc ntluh singuhm St.ll»imu/di« 
Integrale gibt du sich in dci Uingcbimg tnui wc Miitlich nigulinn 
Stelle bestimmt verhalt« n du sieh Uso dm«h t in« Kcihi 

(* — «)* <ß(s a) 

darctellen lisscn Mm kennt ms Aibuten von H von Koch und 
PesronI die notwendigen und hmrcidundcn Ihdingungui (ih d,is 
Vorhandensein solcher Integrale Aliei niiin tskommt o liKit inti ut 
seltenen Fällen Aufschluß über ein oder di meine Int«gi.d I men 
Schntt weiter kommt mm dureh du InoMjsehen Sonnih.ihen» l m 
SU zu finden macht m in den Ans it/ 


Dabei wild schon angenommen ehiO <Ui smgidii« Punkt nn Uniiid 
heben hegt Dis ist ja lucli kein« Bcsehilnkung dei Allgimtintuit 
bedeutet g(a) «m Polynom dies i t s«> /« h« .tmimen 
daß to « eine Differcntialgleuhung lurnuhkommt «lei men duieh 
eine Reihe 

formal genü gen kann Aber auch nur foimil dum ein Ruhen einer 
Matt AiTm ‘ 

* Grelles Journal von Ikl m 
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gieren im allgemeinen. Trotzdem liefern diese Reihen, welche also die 
Föhn 

00 ( 9 ). 

haben, gewissen Aufschluß über das Verhalten der Lösungen in der 
Nähe der wesentlich singulären Stelle. Sie sind nämlich asymptotische 
Darstellungen derselben bei zunächst geradliniger Annäherung. Damit 
ist folgendes gemeint. Zu jeder Normalreihe 

e»(*).xe^Co + c,-j+■ • 

gehört ein Integral y derart, daß für jedes m 

(1) +;-= + ^) 

ist, wo für jsr-^oo. Diese Untersuchungen hat Poincarä be¬ 

gonnen, verschiedene Forscher haben sie gefördert und zu einem ge¬ 
wissen Abschluß gebracht. 

Wir nehmen an, daß in der Differentialgleichung 

( 2 ) w"+pi{z)w'+pi{z)w = 0, 

(3) + (»=1,2) 

sei. Hier ist k eine ganze nichtnegative Zahl, {k == — 1 würde eine 
Stelle der Bestimmtheit liefern.) Man nennt dann Ä + 1 Rang 
der singulären Stelle z = oo. Die angegebenen Reihen mögen für ge¬ 
nügend große |j2?| konvergieren. Die Gleichung 

(4) a® + a + ^«2 = 0 

nennen wir die charakteristische Gleichung. Der einfachste Fall ist der, 
daß sie lauter einfache Wurzeln ai, ag besitzt. Dann gibt es in der Tat 
zwei Reihen (1), die (2) formal befriedigen und die zwei linear unab¬ 
hängige Integrale asymptotisch darstellen. Dabei wird stets Annähe¬ 
rung an oo längs einer bestimmten Geraden vorausgesetzt. Bei Wechsel 
der Richtung ändert sich das asymptotisch dargestellte Integral, 

Hat die charakteristische Gleichung (4) eine Doppelwurzel, so er¬ 
hält man Integrale, die diurch Reihen 

+ -j + • • * 4" Io? ^ + " • * 

asymptotisch dargestellt werden, 

2, Berechnung der Normalreihen. Wir wollen nun den Ansatz im 
einfachsten Fall einJer wesentlich singulären Stelle vom Range 1 mit 
einfachen Wurzeln von (4) etwas näher betrachten, indem wir für 
weiteres Eindringen auf den Enzyklopädieartikel von Hilb sowie auf 
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die zusammenfassende und abrundende Darstellung von Sternberg 
Math Ann Bd 81 verweisen Es sei also in der Differentialgleichung (1) 

(5) + 

r=:l 

Die Gleichung (4) habe zwei verschiedene Wurzeln aj und ag Wir 
machen in (1) den Ansatz 

(6) w = y a konstant 

Dann geht (1) über m 

0) y +^iy +? 2 y = o 

Hier ist 

qA^)=2a+p, =2«+ «,+ 2'^” 

( 8 ) 

q^iz) = a* + + ^2 = a® + + «SS + 

Setzt man also 

(9) a = a, 
so wird 

?,(^) = 2a. + «, + 2^ = &i+2^ 

(10) „ 

q^{z) = 2^^^— = 2'^ 

r =» 1 

Hier ist i>i = 2a, + + 0 da a, eine einfache Wurzel von (4) ist 

Nun machen wir in (7) den Ansatz 

(11) y = ze(co + ^ + J+ ) 

Ordnet man nach Potenzen von z und setzt die Koeffizienten einzeln 
Null so erhalt man analog wie S 215 die Gleichungen 

(^1 Q -|- Cq = 0 

(12) { 6 i(ß — 1) + öjJ Cj 4- (e(ß _ 1) 4 - 4- 622 ) Co = 0, 

(^1 (? — w) 4 - 621) c„ + =0 

Aus der ersten Gleichung entnimmt man 

(13) , = 

da ja Ji »4= 0 ist wähle man wiUkurhch Aus den anderen Gleichungen 
entnimmt man sukzessive Denn es ist 

hy (p — w) + ^21 = — 4* 0 
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Die so eindeutig festgelegten beiden Reihen (11) — entsprechend der 
Wahl von a» — liefern nach (6) zwei Reihen Es ist zu zeigen daß diese 
gewisse Integrale von (1) asymptotisch darstellen Um dies einzusehen, 
wollen wir erst (7) umformen Wir machen dann den Ansatz 


y = 


wo ^ nach (13) gewählt sei Man bekommt so 


(14) u ' + r^u + r^u = 0 

wo die durch Reihen folgender Gestalt dargestellt sind 


(15) 


^1 = ^0 + ^ + 


3 Auflösung der Differentialgleichung Die vorstehenden Betrach 
tungen haben gezeigt daß es genau eine der Differentialgleichung (14) 
formal genügende Reihe 

(16) <?o + + 

gibt in der Cq einen vorgegebenen Wert hat Wir zeigen nun nach 
Picard an Hand der Methode der sukzessiven Approximationen daß 
diese Reihe (16) ein Integral von (14) asymptotisch darstellt Man muß 
dabei unterscheiden ob dQ in (15) reell oder imaginax ist Ist z B 
io so bestimmen wir die Funktionen sukzessive aus den 

Differentialgleichimgen 

^ ” 1 " ^ 0^2 ~ — {^1 ^ o ) ^2 ^1 

^ — (r^ — io) » 


sö daß 


hm (z) = Co 

«-►a 


ist Man fmdet z B für negahve io 
und für w > 0 

z 

«« == + "»-1 ■*" “»- i ) 


17) 


X 


Bxeberbach DlfiEerentlalgleicliungen 8 Aufl 


16 
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Hier kann man durch partielle Integration beseitigen So fmdet 
man 


= ■ 


/T-d z 


J * '*^«—1 (^2 ^ 0^1 “ 1 “ ^ o ) 


oo 




(18) 


Setzen wir zur Abkürzung 

= ^2 — <^ 0^1 + ^0 
^2 = ^ —^1 
so gelten Entwicklungen der Form 



und wir haben 

* « 

( 19 ) u^=: —0 s^dx — 4 * 

00 00 ® 

Somit wird 



Hiernach gibt es eme Zahl k derart daß 

^n~l| ~ '^n-2| 

Daher konvergiert die Reihe 


62 dx 


7^ — Wj + {u^ — Un_j) 

für z>k-^\ gleichmäßig und stellt em Integral von (14) dar wie 
man in üblicher Weise an Hand der benutzten IntegraldarsteUungen 
(17) beweist Aus ihr folgt ja für u 

00 00 ® 

Hieraus entnimmt man daß u die Differentialgleichung (14) be 
fnedigt 

4 Asymptotische Darstellung durch die Normalreihen Der Nach 
weis daß die (14) formal befriedigende Reihe eme asymptotische Dar 
Stellung von u hefert wird am bequemsten an Hand einer beim Grenz 
ubergang «oo aus (17) fließenden Formel geführt Diese Vann man 
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auch aus (20) gewinnen, indem man die partieUe Integration, die von 
(17) zu (19) führte, an (20) wieder rückgängig macht. Man findet so 

u = 1 ^' + r,u)dx 

( 21 ) 

~ J ((»'i — do) u' + rzu)dx + c^. 

CO 

Da nun 


die (14) formal befriedigt, so ist formal 

(22) (r^ — + r^u= — %•' — , 

d. h. die auf beiden Seiten in (22) stehenden Reihen sind identisch. 
Wir tragen nun insbesondere auf der rechten Seite von (21) statt u 
den Abschnitt 


ein. Da in d^ und in Glieder nullter Ordnung nicht Vorkommen, 
so sind die Glieder nullter bis {v + l)-ter Ordnung von 


dieselben, wie bei 


{yi — d^a^-\- Y2 


ih — 4 “ ^2 

also auch dieselben wie bei 


— u" — 

Also wird 


1 * 

^ Je*"((»'i- d ,)«;+ r^a,) dx - ((r^- d,) a^+ r ,«,)dx + c, 

00 (» ® 

1 ^ * 

= _ dx - [- u" - 1 dx + Co 

*^4 J J x''+o 

00 CO 

Dabei bedeutet die Glieder nullter bis — (v + l)-ter Ordnung 

von V und (—) eine konvergente Potenzreihe. Nun wird 


— i ^8 r • • • i“ 


VCyd^ — V (v — 1) 


[— u'* —' ^0 + l 

Setzen wir 
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Da,nn wird 

Z 


pr-d z 


und 


Berner 


CO 

z 

— L^d(, ^ J d\ 

00 

= «-<* t V 


oo 




g 

— -1 

4- 

z 

= 1*» — Co + c-«*«* J 4x 



!</' 


Also wird schließLch 


Also ist 


* ^( ) 
Ay=ay+ j «4.»-’'/^, i-C ^ j (4,» ,( , 

Irf« t'*’ 

I 

«^ = Co + ^ ß“<*' Je^*»((r, - ^o) «t + <*») ti \ 

Ort 

~ ^o) ^ I 


'«’■+>' 


wo |Ä(«) I für große z unter einer von s unabhlngigtn Schruikt A 
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bleibt. Wegen (19) ist daher 

s * z 

(22) u — av = j- J eß^^{u — a^) s^dx --dx 
00 00 ^ 

__ lc(z) 

Da ^ 0 für -2 oo, so sei 

\U - Äy I < /^ 

für große \z\. Dann ist nach (22) 

^ k ^ K 

^ M'Y * 

Daher ist 

.. ^ -gl 

r’ ^ jgv+i 9 


WO wieder k und ifi von z unabhängig sind. Also ist 

M = Co + -r + • • • -1-;— , 


wo -> 0 für 2 r oo, und das wollten wir beweisen. 

Auf ähnliche Weise kann man auch für positive und für ima¬ 
ginäre dg den Nachweis führen. Es mag aber hier diese Probe genügen. 


§ lli Integration durch bestimmte Integrale. 

1. Der allgemeine Ansatz, Wir betrachten wieder eine lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(1) L {z, w) ^ Po w" +piw' + po 'w — 0 

mit analytischen Koeffizienten po, px und p^ und versuchen die Dif¬ 
ferentialgleichung durch ein bestimmtes Integral 

t, 

(2) w{z) = J K{z,i)y{t)dt 

^0 

zu befriedigen. Dabei sollen w, K, y, po, Px, Pz in einem gewissen Be¬ 
reich der z,i regulär analytisch sein. WiU man dann w differenzieren, 
so kann dies unter dem Integral geschehen. Insbesondere wird also 

(3) . L{z,w) = jL{z,K)y{t)di. . .. • 

Nimmt man nun an, daß K einer partiellen Differentialgleichung ' 

(4) ' ’■ ■ L{?,K)^M{t.K) 

genügt, wo 

(5) M{p.w)^qo{t)^4qx{i)^-^qz{t)'^ 
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em weiterer hnearer Differentialausdruck sei so wird 

(6) L{z w) = JM{t K)y{f)dt 

t 

Nun ziehe man die LACRANGEsche Identität von S 131 heran Man 
führe also den zu M adjungierten Differentialausdruck 

(6) M{t w) = (qj^w) + q^w 

ein Dann wird nach S 151 

(7) K)~KM{t y) = ±[^q,y-+ yKq,) 

Somit wird 

(8) L(z w) = IK(z t)M{t y)dt + {^yq^-.K^Jo'^ +■ y^?i),‘' 
Demnach wird L(z w) = 0 wofern man tur y eine Losung von 

(9) M{ty)=.0 

wählt und wofern man dafür sorgt daß der integralfreie ßtstandteil 
m (8) zu Null wird 

2 LAPLACEsche Transformation Das wichtigste Anwendungsgebiet 
smd die Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten Es mögen 
^0 m (1) die Koeffizienten q^ ganze rationale Funktionen sein 
Dann kann man mit Hilfe emer Zahl m die Differentialgleichung so 
schreiben 

Als Kern kann man 

(11) K(zt)==e<‘* 
wählen Setzt man dann 

( 12 ) M{zw)=2 

so ist 

( 1 ^) L{z 6’^*)=M{f e<‘*) 

Die zu ilf( 2 ze>) =-0 adjungierte Differentialgleichung 
( 14 ) M{fy) = (i 

WonMerte von L(. n,) ,0 D,, 


(15) 


t 

w = fe‘*y{t)dt 

t 
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heißt LAPLACESche Transformation. Sie führt z. B. ilann zu leichten 
Ergebnissen, wenn in (10) die Zahl m = l ist. Dann ist nämlich y) 
= 0 von der ersten Ordnung. (In den obigen Formeln ist dann =0 
zu nehmen.) Man kann also y ohne weiteres ermitteln und hat damit 
L[z,w) =0 gelöst. Eine solche Differentialgleichung 

L {z, w) s {^00 + ?oi + (?w + ?u -\r (? 2 o + ffai ■*)“' = 0 
heißt LAPLACESche Differentialgleichung. 

3. BESSELsche Differentialgleichung. Die BESSELsche Differential¬ 
gleichung 


(16) 

Jl 

dss^ ' js 

£+(•-?) 

7 = 0. 

wird durch den Ansatz 



(17) 


J ^ z'^w, 

M > 0 


in die LAPLACEsche Differentialgleichxmg 

(18) z~Jr{2n-^l)~-\-zw^(i 
übergeführt. In diesem Fall wird nach (12) 

und 

M (^, y) = —((f*1) y)-t-(2»-H 1)«y. 

Aus 

ergibt sich 
Somit wird 

2W-- 1 

(19) w{z) = ^ + 1) ^ dt 

ein Integral von (18), wenn man den Integrationsweg l in (19) so be¬ 
stimmt, daß das yKq-^ von (8), d. h. 

2w+l 

( 20 ) e^*(t^+l) 2 

an seinen beiden Enden denselben Wert annimmt. 

Als solcher Weg eignet sich die geradlinige Verbindung der Punkte 

—f und +i. Wir wollen dabei denjenigen Zweig von {t^ + l) ^ 
nehmen, der für ^ 0 positiv ausfällt. 

Daß das so gewählte Integral (19) eine ganze Ftmktion von z dar¬ 
stellt, ist aus funktionentheoretischen Gründen klar. Man kann es z. B. 



248 II 4 Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung im komplexen Gebiet 


mit Hilfe des ViTAUschen Doppelseitensatzes (Satz von der analytischen 
Fortsetzung der Konvergenz) beweisen^ Es bleibt aber festzustellen 
daß (19) nicht identisch verschwmdet Ist dies erkannt so muß (19) 
ein Multiplum von Jn[^) darstellen da dies die einzige bei z 0 
endliche Losung von (18) ist Welches Multiplum es ist erkennen wir 
indem vir gemäß (19) 

w[0) 

beiechnen lstze^(0) + 0 so verschwindet ja auch w(z) nicht identisch 
Es ist 

+i 2^-1 

= / (i* + 1) ® dt 


Der Integrationsweg ist die geradhnige Verbmdung von — t bei + ^ 
Wir fuhren durch 


t 

t -j- 1 


— T 


eine neue Integrationsvanable em Der Integrationsweg wird dann die 
positive reelle Achse Das Integral wird 


00 


/* 2n-l 


w ( 0 ) = 2t j 
0 


22n—1^ 2 

(1 + ^ 


dr 


Dabei ist unter dem Integral diejenige Bestimmung des Integranden 
zu nehmen die für t = 1 und damit für alle t >■ 0 positiv ausfallt 
Nun ist bekannüich® 


■^(s) = *** ^dx 

ü 

oder durch die Substitution 


s> 0 


= (1 + t) e 

00 

Also 

1 ^ 

0 

Insbesondere also istfurs=2>i + l>l 


I 

(l + T)2n + i — 


1 

r(2w+i) 


0 


^ Vgl z B mein Lehrbuch der Funktionentheone Bd I 3 Aufl S 170 1930 
Vgl 2 B mein Lehrbuch der Funktionentheorie Bd I 3 Aufl S 316 1930 
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Also wird^ 


2h-1 


00 —^ CO 2w-l «=o 

0 0 0 

00 00 2n-l 

' 0 0 

-JW+üJ'*®' ^ r{2n + l) 


Also wird 


w 


(Q\ — V22«(£(!l±iü? 


Dies ist von Null verschieden, da /"(s) für positive s von Null vferschieden 
ist, wie unmittelbar aus der benutzten Integraldarstellung folgt. Nun 
war nach S. 186 


Ml 

J!“ 


Also wird* 


1 1 

xmQ 2" r{n 4-1) ’ 

+ i 


2«^1 


T (,\ _-« J- j'(2w + l) _Lfe^'d+i*) 2 


dt 




2fi-l 




{«"(l + i*) 2 dt. 


y^jr(«+i)2\j 
Sübstitutiert man hier 

i = i cos (^ + Ji), 

so wird 

Jn{z) = 


*■/ 


cos {z cos #) (sin ^)*'* d ‘&. 


^(r(»+4)2" 

Unter dem Integral ist der reelle positive Wert von (sin zu nehmeh. 

1 Auf den Beweis der im folgenden benutzten Vertauschung der Integrations¬ 
reihenfolge gehe ich nicht ein. Man vgl. dazu z. B. Whittakbr-Watson: Modem 
Analysis, 6. Aufl., S. 2Ö5. 

* Bekanntlich ist^, 

^ r(n)r{n + h)^J^ir(2n) 

und 

r{p + i )= Tpr { p ). 



Dritter Abschnitt 

Partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung und Systeme von 
gewöhnlichen Differential¬ 
gleichungen. 

§ 1 Lineare partielle Differentialgleichungen erster 

Ordnung 

1 Die unbekannte Funktion konunt explizite nicht vor Unter einer 
parttdlen Dtfferenttalgletchung versteht man eine Relation zwischen 
emer unbekannten Funktion von mehreren unabhängigen Verander 
heben gewissen ihrer Ableitungen nach diesen Veränderlichen und 
den unabhängigen Veränderlichen selbst Sie heißt insbesondere von 
der ersten Ordnung wenn nur partielle Ableitungen erster Ordnung 
Vorkommen Es müssen naturheh Ableitungen nach mehr als einer sol 
chen Veränderlicher Vorkommen wenn es notig sem soll Betrachtungen 
anzustellen die aus dem Gebiet der gewohnhehen Differentialgleichungen 
herausfuhren Linear heißt eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung wenn die erwähnte Relation durch Nullsetzen einer linearen 
Funktion der Ableitungen zum Ausdruck gebracht wird Die unbe 
kannte Funktion selbst darf bei dieser Begnffsbestimmung in belu 
biger Weise in die Koeffizienten dieser linearen Funktion emgehen 
Die Theorie dieser linearen partiellen Differentialgleichungen steht 
zur Theone der gewohnhehen Differentialgleichungen in unmittelbarem 
Zusammenhang Betrachten wir namheh eme gewöhnliche Differential 
gleichung 

und anen Bereich B der (a; v) Fbene in dem f{x y) samt seinen 
prellen Ableitungen erster Ordnung stetig und eindeutig erklärt ist 
Wir wissen daß es dann eine wohlbestimmte Losung 

y = <p (x^ yo x) 

^bt die ivr X —Xo den Wert v = besitzt Man kann sie auch in 
der horm 

(3) 


yo = 93 (-1 y x^) 
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schreiben^ (p[oc y x^) besitzt stetige partielle Ableitungen erster Ord 
nung nach einem jeden seiner Argumente solange {x y) ein Punkt 
aus B ist und einem nicht zu großen Intervall mit dem Mittelpunkt x 
angehort Denkt man sich (2) in (3) eingetragen und differenziert dann 
nach X so kommt 


oder 


dip . d(p dy 
dx ' dy dx 




D h aber die Funktion (^(a; y) = z ist eine Losung der linearen parti 
eilen Differentialgleichung erster Ordnung 


dz , dz 
dx ‘ dy 


f(x y) = 0 


oder wie man unter Verwendung der ubhchen Abkurzungen 


auch schreibt 



dz 

dy 


9 


(4) P + q fix y)=‘0 

Ist iimgekehrt eine paurtielle Differentialgleichung (4) voigelegt so ge¬ 
winnt man mit Hilfe der gewohnhchen Differentialgleichung (1) in der 
dargelegten Weise eine Losung 

z==q){x y) 

derselben Kennt man so erst eine Losung von (4) so kennt man auf 
Grund der folgenden Bemerkung sofort beliebig viele Es sei nämlich 

w {q>) 

irgendeine in emem gewissen cp Intervall mit einer stetigen nicht ver 
schwindenden ersten Ableitung versehene eindeutige Funktion Diesem 
Intervall mögen die Werte angeboren, die tp{x y) im Bereich B oder 
einem Teilbereich derselben annimmt Dann ist auch 

z = w{f{x y)} 

eine in jenem Teilbereich eindeutig und stetig erklärte mit stetigen 


^ Durch diese Betrachtung ist noch nicht bewiesen daß man die durch die 
Lösungen von (1) im Bereich B definierte Kurvenschar in der Form y}(x y) = konst 
darstellen kann wo yj{x y) samt seinen partiellen Ableitungen erster Ordnung 
in B stetig ist und längs jeder Scharkurve einen konstanten Wert annimmt 
Denn (3) gibt nur bei konstantem Xq eine solche Darstellung Es kann aber sein 
daß nicht alle Kurven der Schar in B bis zur Abszisse x^ verfolgt werden können 
Man kann aber dann aus abzählbar vielen Darstellungen der Art (3) die in immer 
anderen Teilbereichen mit immer anderen Abszissen x^ anzusetzen sind eine 
Darstellung in ganz B und damit eine für ganz B brauchbare Funktion y) gewinnen 
Wegen näherer Durchführung vgl Kamkb Math Ann Bd 99 S 602 ff) 
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partiellen Ableitungen erster Ordnung versehene Losung von (4) Ein 
paar Worte der Beweisführung brauchen wir nur der Behauptung zu 
\Mdnien daß 

Z = w{(p{x y)} 

eine Losung von (4) sei Man findet namhch 

P =-■>!>' { 9 ) I 7 


Also 


q==w{9) 

p + fq = w {9^-\-f9j} = 0 


womit der Beweis schon erbracht ist Daß so nun alle Losungen von 
(4) gefunden sind erhellt aus folgender Betrachtung Man denke sich 
eme behebige stetig differenzierbare über dem Bereich B verlaufende 
Kurve 


( 5 ) X = x{t) y^y{t) Z — Z(t) 

Hier sollen x{t) y[t) z{f) samt ihren ersten 4bleitungen für ein ge¬ 
wisses Intervall 

emdeutig und stetig sein und 

x = x{f) y = y{t) 

soll eine dem Bereich B angehonge Kurve sein Dann kann man stets 
die Funktion w[(p) so bestimmen daß 

(6) z{t)=w{9[x{t),y{t)'\) 

ist für ^0 ^ ^ 4 wofern die Ableitung 

+9yy 

m diesem Intervall nirgends verschwindet Denn unter dieser Voraus- 
Setzung kann man die Gleichung 

9 \_x{t) y(<)] = 99 

emdeutig nach t auflosen Man erhalt eine mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion 

t =r- ^( 95 ) 

und kann mit ihrer Hilfe statt ( 6 ) schreiben 

2 {#{ 9 ))} = w((p) 

wonut die stetige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion 
w{q)) emdeutig bestimmt ist^ 


Entsprechend dem m Fußnote ^ auf S 261 über die Darstellung der Integral 
kurven von (1) durch (3) Gesagten gelten alle diese Betrachtungen ftir genügend 
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2. Charakteristiken. Die über + 0 gemachte Voraussetzung be¬ 
deutet, daß die Projektion der gegebenen Kurve (5), d. h. die Kurve 
X =z x{f), y == V(^), keine Lösung, von. (1) berühren darf. Wir nennen 
die Lösungen von (1) die Charakteristiken oder charakteristischen Kurven 
von (4) und haben dann zur einen Hälfte den folgenden Satz\ Durch 
jede stetig differenzierbare Kurve (5), die über einem Bereich B verläuft, 
in dem der Koeffizient f{x,y) von (4) samt seinen Ableitungen erster 
Ordnung eindeutig und stetig ist, geht genau eine Lösung von (4), wofern 
die Kurve (5) keine Charakteristik berührt, 

3, Unität. Es bleibt noch zu zeigen, daß es nicht mehr als eine 
Lösung durch die gegebene Kurve gibt. Betrachten wir die Höhenlinien 
irgendeiner . Integralfläche, d, i. die Kurven 


so ist längs derselben 


(p {x, y) = konst., 


d<p 

17 


I d<p , 


und so sieht man sofort, daß dies gerade die Charakteristiken sind. 
Somit erkennt man, daß auch durch gewisse Kurven (5), deren Pro¬ 
jektion eine Charakteristik ist, Integralflächen hindurchgehen. Man 
wähle nur in diesem Fall das von (6) konstant. Aber durch eine 
solche Kurve geht nicht nur eine,, sondern es gehen behebig viele Inte¬ 
gralflächen hindurch. Wir modifizieren den Begriff Charakteristik ein 
wenig und neunen fortan Charakteristiken diejenigen Raumkurven 

x = x{t), = konst., 

deren Projektion x ^ x{t), y ^ y{t) eine Lösung von (1) ist. Dann lehrt 
unsere Betrachtung, daß man die durch (5) gehende Integralfläche 
dadurch gewinnen kann, daß man durch die einzelnen Punkte von (5) 
die Charakteristiken legt. Nach dem für (1) geltenden Existenzsatz sind 
diese ja durch ihren Anfangspunkt eindeutig bestimmt. 

Nun sieht man auch, daß es durch eine Kurve-, deren A;- 3 ^-Projektion 
die ÄJ-y-Projektion keiner Charakteristik berührt, nur eine Lösung 
geben kann. Denn sei Xq, yQ, Zq irgendein Punkt einer Lösung z == z{x,y), 
60 geht durch denselben genau eine Charakteristik. Diese liegt voU- 

kleine passend abgegrenzte Teilbereiche von B. Zieht man aber den in Fußnote ^ 
S. 261 genannten Satz von Kamke heran, so hat man in 4 r = y (;v, y) ein in ganz 
B mit, seinen ersten Ableitungen stetiges Integral. Kamke hat in der genannten 
Arbeit unter Heranziehung der in Fußnote ^ von S. 261 noch zu nennenden Arbeit 
von Knopp und R. Schmidt über ’ Funktionaldeterminanten weiter gezeigt, daß 
man jedes in B samt seinen ersten Ableitungen stetige Integral von (4) in der Form 
z = w{y)) darstellen kann, wo w{z) eine Funktion ist, die samt ihren ersten Ab¬ 
leitungen für alle die .er-Werte stetig ist, die jb == y) in B annimmt. 
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ständig auf der Flache z = z{pc y) Denn tragt man ihre Gleichungtii 
(2) in z {x y) em und differenziert nach x so kommt 


p+qf 

Dies ist aber längs der Charaktenstik NuU weil für z{x y) du par 
tielle Differentialgleichung (4) gilt Also ist z längs der Projektion 
der Charakteristik konstant Also liegt die Charakteristik auf z = z{x y) 
Jede Integralflache durch eme gegebene Kurve enthalt also auch die 
durch die Punkte derselben gehenden Charakteristiken und ist also 
mit der vorhin bestimmten Integralflache identisch 

Als em wesentlicher Unterschied gegenüber den gewöhnlichen Dif 
ferentialgleichungen fallt uns auf daß in die Losungen der partiellen 
Differentialgleichungen wiUkurhche Funktionen eingehen wahrend bei 
gewohnhehen Differentialgleichungen nur willkürliche Parameter vor 
kamen Dementsprechend können wir jetzt auch durch willkürliche 
AnfangsÄ«n>ß» Integralflachen legen wahrend bei den gewöhnlichen 
Differentialgleichungen nur Punkte oder Richtungen vorgeschneben 
werden konnten 


4 Die allgememe Imeare Differentialgleichung Unsere Betrach 
tungen haben noch nicht die allgememste hneare partielle Differtn 
tialgleichung erster Ordnung mit emer unbekannten Funktion z von 
zwei unabhängigen Veranderhehen x y erfaßt Aber unsere Bctrach 
tungen sind verallgemeinerungsfahig Nach der S 260 gegebenen Defi¬ 
nition sieht die allgemeinste hneare partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung für eine unbekannte Funktion z von zwei unabhängigen 
Veränderlichen x y %o aus ^ 


( 7 ) 


y x) p + y z) q a^[x y z) - 0 


Dabei sollen die Koeffizienten in emem gewissen Bereich Ä der * v r 
samt i^en Ableitragen erster Ordnung eindeutig und stetig sein und 
wir betrachten überdies nur die Umgebung eines Punktes x. v» z« 
wo nicht alle drei Koeffizienten zugleich verschwinden Es ist zulässig 
anzune men daß a^{x^ y^ z^) + 0 sa Denn ist zunächst einer der 
^ verschieden so ist es kam 

Jschran^ng der Allgemeinhat«,+0 zu nehmen Ist aber «, (z:, v« z») 

+ 0^so kann man z und a; vertauschen oder z und vertauschen 
weil ^ und ^ an der Stelle x^ y^ r, dann nicht beide verschwinden 
können Ist z B ■ö];-{Xq z^) =4= o so kann man 


z z{x y) 

m der Umgebung dieser SteUe sich nach r aufgelost denken 

'^ = x{y z) 
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Aus 


folgt dann 

z = z{x{y,z),y} 

und 


Also 



II 

II 


dz 


dx ^ __ dx 

dy p * ^ dy 


Aus (7) wird dann 


‘h {x> y. z) - «a {x,y. z)^ + a^{x, y,z)^ = 0. 

Knüpfen wir also weiter an (7) an und nehmen "■ 
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«iK.yo.^o)+0 

an. Dann kann man in der Umgebung dieser Stelle die Gleichung dturch 
«1 [x, y, z) dividieren und sie so schreiben: 


(8) P + g{x,y,z) q = h{x,y,z). 

In dem vorhin behandelten Spezialfall ist also Ä = 0 , und g[x, y, z) 
— i {x, y) hängt von z nicht ab. 

g{x,y,z),h(x,y,z) sind nun wieder in einem gewissen Bereich K 
der X, y, z eindeutig -und samt ihren partiellen Ableitungen erster Ord¬ 
nung stetig. 

Die Gleichung ( 8 ) steht nun aber zu dem System 

j^ = h{x,y.z) 

in dem gleichet! engen Zusammenhang, in dem (4) zu ( 1 ) stand. 

Nach dem für das System (9) geltenden Existenzsatz gibt es zu jedem 
Punkt Xq, yQ, Zq aus K genau ein Paar eindeutiger mit stetigen ersten 
Ableitungen nach sämtlichen Argumenten versehener Lösungen 

z ==y}{xQ,yo,Zo; x) 

von (9), Man kann nach und z^ auflösen und schreiben 



^0 == 
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Denn die durch x y z gehende Losung geht d.uch durch Xq >0 hin 
durch wenn (11) besteht Daraus entnimmt man daß namentlich 
auch m der Umgebung jeder Stelle von K 

ist Man trage zum Beweise nur (12) in (11) em und beachte daß sich 
bei solchem Einsetzen die Funktion^determinanten miteinander multi¬ 
plizieren Durch das Emsetzen muß aber wieder identisch 


y = y 


z = z 


herauskommen Hier ist die Funktionaldetermmante Ems Sie ist aber 
das Produkt der beiden Determinanten (13) Diese sind daher von 
Null verschieden 

Tragt man die Losungen (11) von (9) in (12) eir^ und differenzuit 
nach X so kommt 

0=<Px + 9vS+<P»f^ 

0 = f„ + y)^g + %h 

Nun ist wegen (13) wie auch yo x y z gemäß (12) gewählt sein 
mögen stets entweder 


9?, + 0 o<ier yi^ + O 

Nehmen wir z B an es sei 99 , +0 Dann kann man aus der erst« n 
Gleichung ( 12 ) eme imt stetigen ersten Ableitungen versehene 1 unk 
tion z{x y) bestimmen Für sie wird durch Differentiation von ( 12 ) 

y« + 9’*:^ = 0 

9’v + 9’*9 = 0 

Daher folgt aus (14) 

0=p + qg—h 
D h die durch Auflösung von 


yo = q>{x y z x^) 

bestimmte Funktion 


z = z{x y) 

ist eine Losung von ( 8 ) Ebenso gewinnt ma-n aus 

Za=^{x y z Xo) 

eme Losung von ( 8 ) wenn + 0 ist 
Ist weiter 


ze'{95 y} 

eme Funktion von q> yi die für diejenigen Werte welche <p und ipin 
K oder emem Teilbereich von K annehmen stetig und emdeutig erklärt 
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ist, und die daselbst stetige erste Ableitungen hat, und ist ein Wert, 
den w{qi, y) an einer gewissen Stelle x^.yo, Zo annimmt, so kann man 

w {(p, yj} = ze»o 

in der Umgebung von x^, y^, Zq nach z auflösen, falls 
dw 

■g^ = ^,p<P2 + ^vVz’¥0 

ist an dieser Stelle. Man erhält so eine eindeutige mit stetigen ersten 
Ableitungen versehene Funktion 

(15) z = z{x,y), 

die eine Lösung von (8) darstellt. 

Trägt man nämlich in w (y, ip} die durch x^ .y^, Zq bestimmte Lösung 
(11) ein, so bekommt längs derselben, wegen (12) 

w{q>,‘ip} 

den konstanten Wert Wq. Differenziert man dann nach *, so kommt 
nach (14) 

(10) <pg + <Pyg -^w^fp,h + w^f„+ w^ipyg + x^tpyh => 0. 
Trägt man anderseits in 

w {(p, y)} — Wo 

(15) ein und differenziert, so kommt 

(«’v + 

<Py + Wy,fy) + {Wy, % + Wy,tpy) ? = 0 . 

Da aber nach Voraussetzung 

“'v T’* + Je'v V» 4* 0 

ist, so kann man für (16) auch schreiben 

P + gq — fi = 0 

und erkennt, daß die durch Auflösung von 

w{q!,y)} — Wo 

nach z gewonnene Funktion (16) der partiellen Differentialgleichung (8) 
genügt. 

6. Charakteristiken. Daß man so die allgemeinste Lösung von (8) 
gewonnen hat, erhellt aus den folgenden Betrachtungen: 

Wir nennen die Lösungen von (9) wieder die Charakteristiken Von (8) 
in genauer Verallgemeinerung der bei (4) eingeführten Benennrmg^ 
Wir betrachten wieder eine beliebige stetig differenzierbare Kurve 

1171 x = xii). y = y(0, z = 

- ä'* + y'* + + 0 

Bibbkrbach, Differentialglelchmigen. 8. Aufl. 


17 
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aus K die kerne Charaktenstik berührt und zwar soll folgende Voraus 
Setzung gelten Die Gleichungen 

(ISa) g)^x + <p^y + (p^z =0 

(18b) y)^x +y)yy +y)zZ =0 

sollen in keinem Punkte der Kurve (17) gleichzeitig erfuUt sein Diese 
Annahme ist wegen (13) z B für jede Kurve emer Ebene x = Xq er¬ 
füllt Betrachten wir z B einen Bogen längs dessen (18 a) nirgends 
erfüllt ist Dann kann man längs dieses Bogens die Gleichung 

(p{x{t) y(t) z{t)}=^<p 

ii 3 .ch t auflosen und erhalt eme eindeutige mit stetiger 4 bleitung ver¬ 
sehene Funktion t =t((p) Längs dieses Bogens kann man daher weiter 
die eindeutige stetig differenzierbare Funktion {q>) so bestimmen daß 

(19) ^i{<p[x{f) y{t) z{t)]} — y)lx{t) y[t) ; 2 f( 0 ]==O 

wird Denn tragt man t =t[(p) ein so wird aus (19) 
w^{(p) = 'if[x{t{(p)) y{t{(p)) z[t{(p)y\ 
womit w-J^cp) schon bestimmt ist Man kann also durch Auflösung von 

w^[<p) — y = 0 

nach z eme Losung von ( 8 ) bestimmen die durch (17) geht wofern 
noch längs dieser Kurve 




ist Dies wird aber 


dz 


+ 0 


dq> 


Vz — % + ö 


Das ist wieder eine neue Voraussetzung die sicher erfüllt ist wenn 
man als Anfangskurve (17) eine Kurve der Art 

(17) x = Xf^ z — z(y) x-^y-^h 


aus K wählt z [y) ist dabei eine emdeutige mit stetiger erster Ableitung 
versehene Funktion Dann wird nämlich aus (18) 

(18 a) - 1 - <p^z = 0 

(18 b) 4 - = 0 

und diese beiden Gleichungen smd wegen (13) in keinem Punkte von 
(170 gleichzeitig erfüllt Man betrachte emen Bogen längs dessen (18'a) 
nirgends gilt Längs ihm kann man 


(p(xo y z{y)) = 93 

nach y auflosen Das gibt eme mit stetiger erster Ableitung versehene 
Funktion y ( 99 ) Längs dieses Bogens kann man daher weiter eme ein 



§ 1. Lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, 259 


deutige mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion w-^[cp) so be¬ 
stimmen, daß 


(19') —v»{^o.y>2(y)} = o 

längs (17') richtig wird. Man trage nur y (cp) ein. Dann wird aus (19') 

(19") i^i{9) = '<p{xo^y{¥),z{y{<P))], 


womit w-y {cp) schon bestimmt ist. Nim kann man auch 
Wi,{(p{x,y,z)) — y>{x,y,z)=0 

längs (17') nach 2 : auflösen. Denn längs (17') ist die Ableitung 


( 20 ) 

Wegen (19") ist nämlich 

dWy 

dcp 


dWy 

dg) 


9^z — % 4 “ 0 . 


+ Wz 


dz 

dy 




dz 

dy 


d g> 
dy 


q>, + <p. 


dy 


Also wird die linke Seite von (20) 

(Vy + Vylf) 9z — Wz [Wv + 9z |j) =Wv9z— Wz 9v • 


In der Tat ist aber nach (13) 


Damit haben wir zur einen Hälfte den folgenden Satz bewiesen: 

Die Koeffizienten g (^, y,z),h{x, y, z) von 

(B) ^ + gff = Ä 

seien in einem Bereich K der x, y, z eindeutig und stetig und mit stetigen 
ersten Ableitungen versehen. Es sei 

(17') ^ = zz=^z{y), a^y^b 

eine Kurve aus K, die keine Charakteristik berührt, z {y) sei eine eindeutige 
mit stetiger erster Ableitung versehene Funktion. Dann gibt es genau eine 
Lösung von (8) , die durch (17') hindurchgeht, d. h, genau eine mit stetigen 
ersten Ableitungen versehene eindeutige Funktion z ^ z[x, y), die (8) ge- 
nügt, und für die 

z{y) = z{x^,y), a^y^b 
gilt. 

6 . Unität. Bewiesen ist bisher nur, daß man durch gewisse Teübogen 
mindestens eine solche Lösung legen kann. Es war nämlich ein Teilbogen 
betrachtet, längs dem (18'a) nicht gilt* Betrachtet man statt dessen 
einen Teilbogen, längs dem (18'b) nicht gilt, so sieht man ebenso ein, 
daß man eine Lösung durch ihn durch Auflösung von 


17* 
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nach z gewinnen kann Solche Bogen bedecken m ihrer Gesamtheit dit 
ganze Kurve (17') Und wo Bogen ubereinandergreifen, stimmen auch 
die auf beide Weisen gewonnenen Integralflachen uberein Man kann sn 
namhch wieder als geometnschen Ort der Chaxaktenstiken auffassen du 
durch die einzelnen Punkte von (17') gehen Denn längs einer jeden 
Charakteristik hat eine beliebige Ftmktion 

w{q> y)] 

emen unveranderhehen Wert Denkt man sich nämlich w als eine difft 
renzierbare Funktion und tragt die Gleichungen (12) einer Charak 
tenstik em und differenziert dann nach x so findet man 

ßw dw 

l?’« + ?>»§ + ?>* Ä) + + % Ä) = 0 , 

was wegen (14) verschwindet Ist also zv{(p y)) =0 längs der Anfangs 
kurve oder emes Bogens desselben so bleibt es auch Null längs der durch 
die Punkte dieses Bogens bestimmten Charakteristiken Damit ist zu 
gleich erkannt daß es durch (17') nur eine Integralflache gibt, und 
unser Satz ist nun restlos bewiesen 


7 Beispiel Wenn die Funktionaldetermmante 


IL IL 

dx dy 
d<p dq> 
dx dy 

in einem Bereiche B in dem / und 97 samt den Ableitungen erster Ordnung stetig 
sind identisch verschwindet so ist f eine Funktion von 97 D h es gibt eine m 
dem Wertevorrat von (/ 9 ?) stetige Funktion Ä so daß h (/ g?) in B identisch ver 
schwindet Denn die partielle Differentialgleichung 

dz dz d(p 

dx dy dy dx ~ 


besitzt das Integral 


z = w{q)} 


wo w{q)} eine wiUknrliche stetig differenzierbaxe Funktion von <p bedeutet Weiter 
ist z = f(x y) ein Integral Dies läßt sich aber auf die Form z = w{(p} bringen 
Man bestimme nämheh w{<p} aus w{(p(xa y,)} = y^) indem man dabei x^ 

als fest yj als variabel ansieht Durch die angegebene Gleichung ist jedenfills 
w{<p} als emdeuüge stetig differenzierbare Funktion in jedem Intervall der y, bt 

stimmt in dem-^mcht verschwindet Man kann bei dieser Überlegung auch x^ 

und yo in ihren Rollen vertauschen und erkennt so daß f eme Punktion von <p ist 
in der Umgebung einer jeden Stelle wo die partiellen Ableitungen von tp nicht 
beide verschwinden 


Daher ist 

z=sw { 99 } 

das ^gemeine Integral der partiellen Differentialgleichung Auch der Satz übör 
die Funküonaldetenmnante ist damit bewiesen Zunächst ist freihch damit ent 
sprechend den in den Fußnoten von S 2öl und S 252 gemachten Bemerkungen 
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die Beweisführung nur für alle genügend kleinen passend abgegrenzten Teilbereiche 
von B gelungen. Die oben formulierte allgemeinere Behauptung haben K. Knopp 
und R. Schmidt bewiesen^. 


§ 2. Geometrische Deutung* Verallgemeinerung. 

Vielen Lesern, die den Darlegungen des ersten Paragraphen auf¬ 
merksam gefolgt sind, werden gewisse Mängel an Eleganz der Darstel¬ 
lung aufgefallen sein. Der innere Grund und die Mittel zur Abhilfe 
werden am raschesten klar, wenn wir uns der geometrischen Deutung 

dz 

des Vorgetragenen zuwenden. Zunächst geben j> =-^ und q =-^die 

Stellung der Tangentialebene an die Fläche z = z{x,y) an. Sie sind 
Koordinaten einer Ebene mit der Gleichung 

z — zo =7>o('^ — «o) + ?o(y—yo) • , 

Zwischen diesen Ebenenkoordinaten ist durch die lineare partielle 
Differentialgleichung eine lineare Gleichung vorgeschrieben. Das be¬ 
sagt geometrisch, daß die Tangentialebenen, welche für Integralflächen 
im Punkte möglich sind, alle in einem Büschel von Ebenen 

enthalten sind. 

Denn wenn 

ist, so sind in 

z — zo = h{x — x^) + qo{y — yo — g{x — xo)] 

bei beliebigem alle in Betracht kommenden Ebenen enthalten. Sie 
gehen alle durch die Gerade 

Z-- ZQ^h[x--x^) 

und es kommen aiich alle Ebenen durch diese Gerade mit Ausnahme 
der Ebene 

y — = 

vor. Daß diese nicht vorkommt, liegt daran, daß sie nicht Tangential- 
eBene an einer Fläche z ^z(x, y) sein kann. Man erkennt gleichzeitig, 
daß durch die gewöhnlichen Differentialgleichungen (9) gerade jedem 
Punkte die durch ihn gehende Trägergerade seines Büschels von Tan^ 
gentialebenen zugeordnet wird. Charakteristiken sind also Kurven, die 
in jedem Punkte die zugehörige Trägergerade berühren. Unter den 
Trägergeraden kommen parallele zur .sf-Achse nicht vor. Nennen wir 
einen Punkt und eine durchgehende Ebene ein Flächenelement, so wird 
also durch (8) jedem Punkt ein „Büschel“ von Flächenelementen zu¬ 
geordnet, und die Aufgabe der Integration ist es, Flächen zu finden, die 

1 Math. Zeitschr. Bd, 25, S. 373ff. 1926. 
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in jedem Punkte ein zugeordnetes Flachenelement berühren Diese geo 
metnsche Fassimg laßt es sofort als einen Mangel erscheinen daß wir 
nur Fragmente von Büscheln den einzelnen Punkten zuordneten 
sowie daß wir nur Flachen suchen die von dem zugrundegelegten Koor 
dinatensystem msofem abhangen als sie sich in demselben vermittelst 
eindeutiger Funktionen z[x y) sollen darstellen lassen Die Geometrie 
hat langst gelernt durch Abstellung solcher Mangel zu einer eleganten 
Darstellung ihrer Beweisführungen zu gelangen Sehen wir zu was wii 
hier aus einer Kenntnis geometnscher Dinge an Vorteil ziehen könnt n 
Wir deuten x^ als rechtwinklige Cartesische Koordinaten Jt 
dem Punkt erschemt dann durch eine lineare homogene Gleichung 

(1) ^l(^l ^2 ^3) ^2(^1 ^2 ^2 H” ^3(^1 ^2 ^3) ^3 “ ^ 

ein Büschel von Einheitsvektoren S = ^2 ^ 3 ) zugeordnet Setzt 

man den Vektor 

K «2 ^ 3 ) = 

so kann man für (1) schreiben 

(1) a| = 0 

a f ist also das innere Produkt Die a^lxj^ X 2 x^) seien in einem ge 
wissen Bereich k der x^ x samt ihren Ableitungen erster Ordnung 
stetig und mögen in keinem Punkte gleichzeitig verschwinden Fs 
sollen Flachen 

V) 

gefunden werden wo % = [x^ x^ x^ ein Vektor ist dessen Endpunkt 
die Flache beschreibt wenn sem Anfangspunkt im Ursprung der Koor¬ 
dinaten hegt derart daß der Flachennormalvektor 

r X r ” y« 

T£G — f ^ ~Vu Vv 

in ]edeni Punkte mit einem der durch (1) vorgeschnebenen zusammen 
fallt Anders ausgedruckt (1) soll erfüllt sem wenn man 

f(« v) tmd j(m v) 

emtragt 

Charaktenstiken nennen wir dann wieder die Kurven welche in 

jedem Punkte auf allen ihm zugeordneten Vektoren | senkrecht stehen 
Also smd 


dx ^ 

( 2 ) 'Jf = (^1 ^2 ^^ 3 ) 


dt 


= « 2(^1 ^2 


dt 


— «3 {Xi X 2 X^) 


die Differentialgleichungen der Charakteristiken 


( 3 ) 


% = 9’iW®’ 4 «) 40 ) 

4 “’ 4 ®^ t~h) 
% = % (4®’ 4®’ 4®^ i — h) 
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oder anders geschrieben 

afW) = (p^ {x^, x^, Xs, U — 

(4) — t) 

= (Paixi, x^, x^.h — t) 

sei die durch den Punkt x^^\ x^^K bestimmte Charakteristik. Jede 
mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funktion 

w{Xi, %), 

die von i unabhängig wird, wenn man (3) einträgt, definiert an jeder 
Stelle, wo nicht alle drei Ableitungen — 0 sind, eine Integralfläche, 
wenn man w = 0 setzt. Denn nach Voraussetzung soll 

dw ^ dw dw dx^ , _ q 

w Ti ” dt dt 

sein . Wegen (2) aber wird dies zu 

dw , dw. . dw - 

( 6 ) + 

Die definieren aber bekanntlich die Flächennormale ^, und es ist 
bei dieser Darstellung ins Belieben gestellt, welches Koordinatenpaar 
man als Parameterpaar u, v nehmen will. Das wird man sich je nach 

der Ableitung aussuchen, die sich als von Null verschieden erweist. 
Sei nun durch 


Xi= Xi{r) 


f 0 ^ ^ ^ n 


eine stetig differenzierbare Kurve gegeben, die in keinem Punkte eine 
Charakteristik berührt, d. h. so, daß der Rang der Matrix 

/ *i(T), x'^{r), x^{r) \ 

\ai{xi(r)...). a^ixiir)...)} 

stets 2 ist, dann lege ma.n durch die einzelnen Punkte dieser Kurve die 
Char^eristiken. Ihr geometrischer Ort ist dann eine Integralfläche. 
Denn der geometrische Ort ist nach (3) 

(8) Xi = <Pi {^1 (t) , (r), ^3 (t) ; ^ — 1' 2, 3) 


Hier ist 


= (^) = 9’i- V>s)) = a ; (i = 1,2,3) 


/dXi\ [ ■^d<pi dxi,\ 

1 Die Ableitungen existieren und sind stetig nach S. 44, da wir die Existenz 
und Stetigkeit der ersten Ableitungen der vorausgesetzt haben. 
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Also ist «he Fl’lchennormal« 


i=9>tXr* 


^ i 

hl 

1 j 'u 'w 

'u '*» l 



1 1 ' u 

G.' fj 


und diese zweireihigen Dttirmiiidiit« n sind lui j,< «<1 kl« int , / 

nicht alle Null Denn fui f /<, sind su ni<li Vt« m Mf/nnj /7' nnhi 
die Null Da =! a ist so ist 


(1 I? 0 

und daher ist (1) erfüllt Du (8) st«Ihn ilso vuikluh «nt. tl 

fläche dar Damit haben wir dun h jt d< Kmniknm du kinu thiiik 
tenstik berührt eine Int«gialfl’uh« von (1) odii wi di dlx it xi.n 
(6) gelegt Ahnhch wie in § 1 «rkt nnt in in wuth t «1 ill i , nm du , • nu 
Tntegralflache durch die gcgtbtm Ruiinknivi gthm kinn Ihnn i»th 
Charakteristik die einen Punkt mit «iiui Int»ji »Idhin piiuinhn 
gehört ihr vollständig an Sei n»lmluh thmh 


«'(*1, 0 

eine Integralfläche dargestdlt. und «i a«« i'“’ umi ihi.i 

in dem mindestens emc d(r Abliitungin^"' 4 () ist Mm tiagi (}) m 
a-K *,) em und difforen/itn n«h / *I)it. luhit 

V«»«. 

und Js ist nach (6) Null Wtnn .dso d«i Punkt «h i < h inikti ii td 

w _ 0 angehort, so ist dies für die ganz« elui.h ihn Is fimmt. t h it ik 
lCXISlIJC so 

Die Verallgemeinerung dusti Betiuhtmig.n »nf nuhi t! /w.i 
^abhän^ge Veränderheho lugt nun so uif dtr H ind dUJ wn «!, 
nicht weiter verfolgen müssen 

Es bedarf auch kaum eiiur besondtnn Ihi\oih.hunr diU mt «i< 
Betra^tungen im komplexen Gebiet ohn, wt.t.n gdln lU d. i 

^0 ta analj^ch» Koeftant... „„d .. 

auch die Lösung analytiscli lusf'lUt ’ 


§ 8 Vorläufige Betrachtung der allgemeinen partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung 

Gleicw''^chel’^d^‘^*^ Diffenntiolghuhnng viidamh» wn otu 
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von der ersten Ordnung, wenn sie nur Ableitungen erster Ordnung er¬ 
hält. Eine Gleichung erster Ordnung mit zwei unabhängigen»Veränder- 
lichen x, y und einer abhängigen Veränderlichen z sieht also aus: 

(1) t{x,y.z,p,q) = 0. 

Dabei sind wieder in üblicher Abkürzung mit p und q die Ableitungen 
d X dz 

^ und gy der gesuchten Funktion z{x, y) bezeichnet worden. Die Funk¬ 
tion f[x, y, z, p, q) soll in einem gewissen Bereich der x, y, z, p, q ein¬ 
deutig und stetig sein und daselbst stetige erste Ableitungen besitzen. 
Es soll außerdem vorausgesetzt werden, daß für ein der Gleichung (1) 

Q j o # 

genügendes Wertesystem dieses Bereiches niemals ^ und ^ beide 
zugleich verschwinden. Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit, 

j 

wenn wir in der Umgebung der zu betrachtenden Stelle ^ als von 

Null verschieden voraussetzen. Dann kann man nach dem Satz über 
implizite Funktionen in der Umgebung eines jeden der Gleichung (1) 
genügenden Wertesystemes die Gleichung (1) nach p auflösen und so q 
als eindeutige, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene Funk¬ 
tion 

( 2 ) P^(p(x,y,z,q) 

darstellen. Dabei ist dann q>{x, y, z, q) in einem gewissen Bereich seiner 
Variablen x, y, z, q eindeutig und stetig erklärt und mit stetigen ersten 
Ableitungen versehen. 

Was ist die geometrische Bedeutung einer partiellen Differential¬ 
gleichung erster Ordnung? Eine gewöhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung ordnet jedem Punkte ein oder mehrere Linienelemente 
zu. Die Differentialgleichung integrieren heißt da, Kurven zu finden, 
die aus lauter Linienelementen der Differentialgleichung auf gebaut 
sind. Hier hegen die Dinge ähnlich. Den Inbegriff von fünf Zahlen 
nennen wir ein Flächenelement. Der Punkt x^.y^.z^ 
ist sein Trägerpunkt, p^ und q^ geben die Stellung der hindurchgehenden 
Ebene z — z^^ Pq{x — x^ + Ö'oO'Rechtwinklige cartesische 
Koordinaten x,y,z mögen dabei der Betrachtung zugrunde liegen. 
Einem jeden Punkte eines zugrunde gelegten Bereiches B der x, y, z 
ordnet also die partielle Differentialgleichung Flächenelemente zu. Vor- 
äuszusetzen ist dabei, daß die Differentialgleichung einem gegebenen 
Punkte Zq, y^, ^es zugrunde gelegten Bereiches überhaupt ein Flächen¬ 
element zuordne, daß es also zwei weitere Zahlen und q^ gebe, so 
daß (1) erfüllt ist. Nach unseren Voraussetzungen lehrt dann der Satz 
über implizite Funktionen, daß, wie es insbesondere Gleichung (2) zum 
Ausdruck bringt, allen hinreichend wenig von q^ verschiedenen Werten 
von q genau ein der Differentialgleichung (1) genügender, wenig von 
^0 verschiedener Wert p zugeordnet ist. Mit anderen Worten: die dem 
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Punkte Xo y„ zugeordneten sich stetig an po anschließenden 
Flachenelamente bilden eine einparametrige Schar Sie nmhnllon wie 
wir uns ausdrucken wollen einen Kegel dessen Spitze im Punkte 
^0 Vo ^0 liegt freilich kann dieser Kegel auch ausarten Wenn z B 
die gegebene Differentialgleichung eine lineare Beziehung zwischen p 
und q ist wenn sie also die Form p g[x y) q =h{x y) besitzt dann 
gehen alle Flachenelemente durch eine Gerade Solche Differential 
gleichungen nannten wir daher hnear Der Kegel artet also hier in 
ein Büschel aus^ 

Was bedeutet es nun die Differentialgleichung zu integneren? 
Man soll eindeutige Funktionen z=z[x y) finden die der Differential 
gleichung genügen Geometnsch bedeutet das die Auffindung von 
Flachen welche aus Flachendementen der Differentialgleichung auf 
gebaut sind oder anders ausgedruckt welche in jedem ihrer Punkte 
eine der Tangentialebenen des zugehörigen Kegels berühren 

Aus diesen Bemerkungen kann man schon emige Anhaltspunkte 
für die Integration gewinnen Nehmen wir irgendeine Integralflache 
als gegeben an Ich betrachte emen ihrer Punkte Dort besitzt sie 
em bestimmtes Flachenelement welches den Kegel dieses Punktes in 
emer Mantelhnie berührt oder durch die Achse des Büschels geht 
Jedem Punkt der Flache ist so eine Fortschreitrmgsrichtimg zugeordnet 
Man kann auf der Flache durch Integration gewohnheher Differential 
gleichungen diejenigen Kurven bestimmen welche diese Richtungen 
stets einhalten Bringt man dann noch in jedem ihrer Punkte das 
Flachenelement der Integralflache an so erhalt man emen Integral 
streifen Unter Streifen also sollen die längs emer behebigen Kurve 
aneinandergereihten Flachenelemente einer Flache verstanden sein 
Daher dürfen sie längs der Kurve nicht ganz behebig gewählt werden 
sondern so daß man den Streifen auf eme Flache legen kaTin Ist also 

(3) x = x{t) y=y{t) z = z{t) p = p{ß) q = q{t) 

die ParameterdarsteUung emes Streifens und z = z(ar y) eine Flache 
der er angehort so muß die Beziehung z{t) =z{x{f) y(})) gelten Dar¬ 
aus fol^ durch Differentiation daß für emen Streifen die Relation 
z =px' qy' erfüllt sein muß Das fuhrt uns zu der 

Definition Unter e%nem Streifen verstehen mr eine emparamänge 
Schar von Flachenelementen (3) Die Funktionen (3) sollen &mäeuttg 
und stetig sein und stetige Ableitungen besitzen für ein bestimmtes Inter 
voll a-^t^b und es soll in diesem Intervall für sie die Beziehung 
^ =px -i-qy' bestehen Die Ableitungen x'lf) y'(i) sollen in keinem 
Punkte von a ^ ^ ^ 5 zugleich verschwinden 

Ein solcher Streifen soll insbesondere ein Integralstreifen heißen 


^ Näheres siehe S 275 
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wenn seine Flächenelemente der Differentialgleichung genügen, wenn 
also identisch in t die Beziehung ^;(^)} = 0 be¬ 

steht. Wir werden erkennen, daß man gewisse Integralstreifen, die 
Wir charakteristische werden, durch Integration eines Systems 

gewöhnlicher Differentialgleichungen ohne vorherige Kenntnis einer 
Integralfläche gewinnen kann, und daß man jede Integralfläche dann 
aus solchen Streifen aufbauen kann. Damit wird es dann ein Haupt¬ 
ergebnis unserer Untersuchung sein, daß man die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung auf die eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen zurückführen kann oder anders 
ausgedrückt, daß die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung und die eines gewissen Systems gewöhnlicher Diffe¬ 
rentialgleichungen äquivalente Probleme sind. 

§ 4. Die allgemeine Gleichung erster Ordnung. 

1. Charakteristische Streifen. Wir betrachten irgendeine Integral¬ 
fläche : 

(1) z=cp{x,y). 

Dabei sei z in einem gewissen Bereich der x, y zweimal stetig differen¬ 
zierbar. Auf ihr wählen wir einen beliebigen Punkt ^o)* I^^ls 

Element {x^, ^o) dieser Fläche in diesem Punkt gehört einem 

gewissen Kegel von Flächenelementen an, welche alle der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung genügen. Diese sei 

( 2 ) = 

/ möge dabei in einem Bereich B der x, y, z, p, q samt seinen partiellen 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig sein und insbesondere sei 

(3) +0. 

Diesem Bereich B mögen die Flächenelemente der Integralfläche (l) 
angehören. Das Flächenelement wird eine bestimmte Mantellinie des 
Kegels berühren. Durch dieselbe witd auf der Fläche eine bestimmte 
Fortschreitungsrichtung festgelegt. Wir werden diese Richtung be¬ 
stimmen und erhalten so auf der Fläche Differentialgleichungen einer 
Kurvenschar. Dann aber wird sich ein Unterschied gegen den linearen 
Fall ergeben. Dort konnten die so festgele^ten Charakteristiken auch 
ohne Kenntnis der Integralfläche aus diesen Differentialgleichungen be¬ 
stimmt werden. Denn jedem Raumpunkt w^ da ganz unabhängig von 
der gewählten Integralfläche nur eine bestimmte Richtung zugeordnet, 
weil der Kegel in ein Büschel ausartete, dessen Trägergerade die an¬ 
gegebene Richtung festlegte. Hier aber ist jedem Punkt ein ganzer 
Kegel von möglichen Richtungen zugeteüt. Man kann aber annehmen, 
daß man eine Auswahl unter diesen Fortschreitungsrichtüngen wird 
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treffen können wenn man statt der charaktcnstiscln n Kui vt ii du t h i 
raktenstischen Streifen betrachtet Denn dann h it in in in di i Stn ifi n 
bedingung z' = p x/ qy' das Fortschn itungsgi st t/ du Sfniftn 
ebenen znr Verfügung und mit deren Hilft wird in in d um du luhtigt ii 
Mantellmien ausfindig machen können Wu schnitt nrui Duithfuluung 
Die dem Punkte zugeordnete n Ebt nt n h ibt n du («li u limii«ii 

(4) j>{^x-~x^) + q{y-y^)~{ - 0 

(5) f{Xo yü Zq j> q)=.i.) 

Unter den Mantelhnien des KegeJs veistthtn wn ditjuiiKti) (« 
raden für die auch die durch Differentiation von (4) null tl«ni Put 
meter q sich ergebende Gleichung besteht Das ist wegen (5) 


Aus (4) und (6) folgt 




x~Xo=s 2. 


y — vo 


als ParameterdarsteJlung der auf dtm Elt nie nt jö q gtUgtiun Mmtd 
hnie Somit muß für tmc Kurve *(f) y\})>z{t), wtlclu ini IHiuktt 


X y z diese Mantelhnie berühren soll 
tenstiken verlangt — 


das wild ji von dai (luvt ik- 


., df 

dt 

dt 

+ (Ao j »: 

sem Nun wählen wir den Kurvenparameter i so, daß 

d V _ df 

di dp 

ist Das ist mogheh denn nach Voraussetzung soll im Punkt >, , 
für das Element i>o,qo m dessen Umgebung sieh du Bttrathtung b«' 

+ 0 sein Dann haben wir du se S Glt ichungt n» 

\ di ff 


I a Js j 

at = Hz» + qU 

* Der Kurze halber bezeiclmen wir tlaboi die Abkitungtn von f diinli tu 
gefugte Fußmarken also z 'S f usw 

** Op 
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Gehen wir nun weder zurück zu der Integralfläche (1), auf der wir 
einen charakteristischen Integralstreifen bestimmen wollten. Sie genügt 
der Gleichung (2). Trägt man z = cp {x, y) in (2) ein, so ist (2) identisch 
in {x, y) erfüllt. Daher sind auch die Gleichungen richtig, welche sich 
daraus durch Differentiation nach x und nach y ergeben: 

/» + /a • ^ + /a> * :^fl5 + /« • ö'« — ö * 

/v + /a • + /j) • ^ 1 / + /<r * 5^1/ = 0 , 


X = xif) y . . q ^ q{f) seien nun die Gleichungen des gesuchten Strei¬ 
fens. Dann müssen für diesen auch die beiden eben aufgeschriebenen 
Gleichungen erfüllt sein. Das führt nach Berücksichtigung von q^^Pv 
und von (7) zu 


/a + + ^ — 0, 


Also haben wir nun im ganzen für die 5 Streifenkoordinaten Xy jy, Zy p, q 
die 6 Differentialgleichungen 


( 8 ) 


/ = /<,. 

!^ = i>fv+ ?/(t. 

s' = — /* - 2/* • 


Unter geringer Abänderung des bisherigen Sprachgebrauches cUfi- 
mere ich nun: Unter einem charaMeristischen Streifen ist ein Streifen zu 
verstehen, welcher diesen fünf Differentialgleichungen (8) genügt. 

Als erste Frage legen wir uns die vor, ob jeder charakteristische 
Streifen ein Integralstreifen sei. Tragen wir, um das zu sehen, in die 
linTfft Seite von (2) die Koordinaten eines Streifens ein, so findet man 
durch Differentiation nach dem Streifenparameter t 

Nach den Differentialgleichungen (8) ist das aber Null. Somit hat f 
längs eines jeden charakteristischen Streifens einen konstanten Wert. 
Man drückt das auch dadurch aus, daß man sagt: / sei ein Integral 
der Differentialgleichungen (8). Wenn also ein charakteristischer Streifen 
durch ein Integralelement hindurchgelegt wird, so ist er ein Integralstreifen. 
Denn in diesem Anfangselement ist / = 0 und daher gilt längs des 
ganzen Streifens / = 0. 

2. Integralstreifen. Wir suchen nun ähnlich wie bei den linearen 
Differentialgleichungen durch eine Anfangskurve eine Integralfläche 
zu legen. Wir wählen zu dem Zwecke eine Anfangskurve x = xi^) . 



270 


III Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 


y=y{j) z=:z{r) Dabei sollen diese drei Funktionen samt ihren 
ersten und zweiten Ableitungen in einem Intervalle oi^r ^ ß ein¬ 
deutig und stetig sem Die Ableitungen x'(r) y'{r) sollen in keinem 
Punkte aus cn^r zugleich verschwinden Unsere erste Aufgabe 
muß es nun sein durch diese Anfangskurve einen Anfangsstreifen zu 
legen damit wir zur Integration des Systems (8) die richtigen Anfangs- 
bedmgungen bekommen Dieser Anfangsstreifen muß natürlich ein 
Integralstreifen sein Zur Bestimmung der beiden weiteren Funktionen 
^( t ) und ^( t ) des Anfangsstreifens bekommen wir somit die beiden 
Gleichungen 

f(x{r) y(r) z(r) p{r) q{r)) = 0 
/ ( t ) —pir) x'{r) — q[x) y'{r) = 0 

Um nach dem Satze über implizite Funktionen ihrer Auflösbarkeit 
sicher zu sem muß man erst einmal m einem Punkt To eine Auflösung 
Po ?o besitzen^ und man muß weiter voraussetzen daß die Funk 
tionaldeterminante 

längs des Kurvenbogens ist Diese letztere Voraussetzung besagt daß 
die Anfangskurve meU nur keine charakienshsche Kurve sein soll son 
dem daß sie keine Mantelhme eines der Kegel von Integraldementen he 
rühren soll Die andere Bedingung besagt aber daß ihre Richtung in 
einem Punkt zum zugehongen Kegel so hegen soU daß man durch su 
eine Tangentialebene an den Kegel legen kann eine Bedingung die ganz 
und gar nicht immer erfüllt ist Sind aber beide Bedingungen erfüllt 
so erhalt man anschheßend an die gewählte zu gehonge Losung zwei 
mx^r^ß samt den ersten Ableitungen^ stetig differenzierbare Funk 
tionen p{r) q{x) die mit den drei gegebenen x{r) y[x) z(x) einen An 
fangsstreifen von Integralelementen festlegen 

8 Emstenz von Integralflachen Wir haben damit durch du An 
fangskurve emen steüg differenzierbaren Integralstreifen gelegt Durch 
jedes semer Flachenelemente geht nun em einziger charaktenstischcr 
Streifen hmdurch Ich werde zeigen daß diese Streifen eine Integral 
flache bilden Seien etwa 


(10) x-x{tx) y=y(tx) z = z{tx) p = p{tx) q=:q{tx) 

die c^aktenstischen Streifen Dann geben die drei ersten Funktionen 
eme Parame terdarsteUung der durch die Charaktenst±en gebildeten 






dx 

dt 

dr 

dy 

dy 

'dt 

dr 
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Fläche. Die Determinante 


( 11 ) 


ist nämlich in einer gewissen Umgebung des Anfangsstreifens t = 0 
von Null verschieden. Denn auf = 0 ist sie wegen (9) und (8) von Null 
verschieden, und daher ist dies aus Stetigkeitsgründen auch für ge¬ 
nügend kleine Werte von t der Fall, Man kann daher aus den beiden 
ersten Gleichungen t und r eindeutig durch x und y ausrücken und in 
die dritte eintragen und bekommt so die Darstellung der Fläche durch 
eine eindeutige Funktion z =^z{x,y). Es ist nun aber zu beweisen, 
daß die beiden anderen Funktionen die Tangentialebenen der Fläche 
festlegen. Sowie wir das eingesehen haben, ist die Überzeugung, daß 
eine Integralfläche vorliegt, gefestigt. 

Nach Cauchy, von dem die Theorie der Charakteristiken herrührt, 
erbringt man diesen Nachweis wie folgt. Man hat zu zeigen, daß für 
die fünf Funktionen diese beiden Gleichungen 

( 12 ) 

(13) , = + 

richtig sind. Denn dann muß eben wegen des Nichtverschwindens von 
(11) p die Ä:-Ableitung, q die y-Ableitung von z sein. Die erste der beiden 
Gleichungen ist wegen des Systems der,gewöhnlichen Differentialglei¬ 
chungen von selbst erfüllt. Die zweite aber ist wenigstens längs des Aus¬ 
gangsstreifens richtig. Wenn wir den Parameterpünkt ^> = 0 der Charak¬ 
teristiken stets auf der Ausgangskurve wählen, so ist also die zweite 
Gleichung für t ^ Oi richtig. Um zu sehen, daß sie auch für die änderen 
^-Werte richtig ist, betrachten wir 




dt 




dr 


und zeigen zunächst, daß 


dH 
dt 

ist. Diese Ableitung wird nämlich^ 

dH ^ d^js dp dx 

di dtdn dt dt ^ 


dr 


= 0 


^dy 
^ dr 


d^x 


dq dy 


dtdr dt dr 




d^y 

dtdr 


^ Daß diese Ableitungen existieren, folgt aus unserer Annahme, daß / {x, y, z, q) 
samt seinen Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sein soll. Da nun z, B. 

/p (x, y, z, p, q) ist, so sieht man sofort, daß auch ('^) ®^stiert und 

stetig ist. (Vgl. auch S. 274.) 
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Differenziert man aber (12) nach t so erhalt man 

n _ d z dp dx dq dy d^y 

dtdx dr dl ^ dtdr dx dt ^Ttdx 
dH 

Subtrahiert man dies von so bekommt man 

aff _ I ^^_dq dy 

dt dx dt dt dr dx dt ~dt dx 

= /D|7 + /ff|7 + (/„ + M)|j + (/» + g/,)^ 

Da aber nun f{x y z p q) =0 wd^ wenn man x{f r) usw eintragt 
SO hat man noch 



ist Damit haben wir erkannt daß wir tatsächhch eme Integralflache 
durch die Ausgangskurve legen können Es sei noch hervorgehoben 
daß diese durch (10) dargesteUte Integralflache z = q>{x y) samt ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig ist Da wnr xsx p{f x) 
imd q{t r) schon die ersten Ableitungen erkannten imd da diese Funk 
tionen stetig smd so bleibt nur noch zu zeigen daß diese Funktionen 
t) und q{t r) stetige erste Ableitungen nach t und nadi t besitzen 
Denn aus diesen kann man dann vermittelst 


x — x(tr) y = y(tr) 

die Ableitungen von (p{x y) nach a; und y errechnen und als stetig er 
kennen D^ aber die Losungen p(t r) q {t x) von (8) steüge Ableitungen 

nach f und nach x besitzen folgt nach S 44 aus unseren Annahmen 
Tiber / 

4 Unitat Es fragt sich nun ob dxe gefundene zweimal stetig dtfferen 
zterbare Integralflache die einzige ist oder ob es mehrere zweimal stetig 
differenzierbare Integralflachen gibt Wir werden erkennen daß die 


1 Weil dies für i = 0 gilt und weil / längs (8) konstant ist 
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Integralfläche eindeutig bestimmt ist, sowie man sich für einen be¬ 
stimmten Anfangsstreifen durch die Anfangskurve entschieden hat. 
Hier hat man ja im allgemeinen die Wahl zwischen mehreren Möglich¬ 
keiten. Um also zu beweisen, daß es nur eine zweimal stetig differenzier¬ 
bare Integralfläche durch einen gegebenen Anfangsstreifen gibt, werde 
ich zeigen, daß zwei solche Integralflächen, welche ein nichtsinguläres 
Flächenelement jo gemeinsam haben, sich längs des gan¬ 

zen durch dieses Element bestimmten charakteristischen Streifens be¬ 
rühren. Zu diesem Zwecke betrachte ich die folgende durch den Träger¬ 
punkt des gemeinsamen Elementes gehende Kurve auf einer jeden 
der beiden Integralflächen: Die ^-jy-Projektion der Kurve soll den Be¬ 
dingungen 

’ d X 

= (*< y. y). P (xs y).g(x, y)) 

(14) I ^ 

-^ = f<,(x,y,z{x,y),^{x,y),q(x,y)) 
genügen. Für diese ist dann naturgemäß 

= Pf 9 + if<t 

und längs derselben ist dann nach der S. 269 angestellten Überlegung 
auch 

D. h. also, an jenes gemeinsame Element schließt sich auf beiden 
Flächen derjenige charakteristische Streifen an, der durch das gemein¬ 
same Element bestimmt ist. Alle vorausgehenden Überlegungen blei¬ 
ben richtig, wenn ^ statt ^ von Null verschieden angenommen wird. 

Aber die zuletzt angestellten Überlegungen versagen, wenn das ge¬ 
gebene Element singulär ist, weil dann in ihm und verschwinden. 
Dann liegt nämlich ein singulärer Punkt der Differentialgleichung 

dy _ U 

dx /p 

vor, welche mit den beiden vorhin angeschriebenen gleichbedeutend 
ist. Es ist ja dann unsicher, ob durch den Punkt x^^ yo eine Lösung 
geht. Zwar haben die Gleichungen (14) Lösungen, die für t die 
Werte x =i Xq, y = haben. Indessen fallen dieselben für alle t mit 
X ^ Xq, y = yQZMSommen. 

5. Zusammenfassung. Wir wollen zusammenfassen und zugleich noox 
einmal die Voraussetzungen hervorheben, die man machen muß, damit 
alle vorgenommenen Operationen legal sind. Auch soll der Bereich 

Bieberbach, Differentialgleichungen. 3. Aufl. 18 
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der X y-Ebene festgestellt werden für den wir die partielle Differential¬ 
gleichung gelost haben 

In einem gewissen Bereich (ß) des x-y z p j-Raumes möge t{x y 
^ P <i) samt semen partiellen Ableitungen erster und zweiter Ord 
nung endhch und stetig sem Dadurch wird erreicht daß für die Dif 
ferentialgleichungen der charakteristischen Streifen alle die Voraus 
Setzungen erfüllt smd die wir früher für die Integration der Systeme 
von gewohnhchen Differentialgleichungen gemacht haben Wenn z B 
fix y z p q) und die Ableitungen sowie die rechten Seiten der ge 
wohnhchen Differentialgleichungen für 

(16) \x~xa\<i \y-y^\<d \z-z^\<d \p—p^\<d \q~q^\<d 

dem Betrage nach unter M>1 hegen so geht durch das mchtsingulare 
Flachenelement Zq j>Q em einziger Streifen welcher den 

Ungleichungen 


(16) \P — Pq\<-^, 

W — 9q\ < -j;j 

genügt Es möge nun em von smgularen Elementen freier Anfangs- 
mtegralstreifen^ m (16) gegeben sem 

x = x{r) y = y{r) z=z{r) p = p{r) q = q(r), (a^r^/S) 

Die fünf Funktionen mögen emdeutig sem und stetige Ableitungen 
besitzen Es sei nicht gleichzeitig (t) =y'{r) =z'(t) =0 Der Streifen 
sei em Integralstreifen Ferner sei d der Abstand des Streifens vom 
Rand des Körpers (16) Die Tragerkurve des Streifens soU für kem r 
den durch das Element des gleichen r gehenden charakteristischen 
Streifen berühren 

Dann geht durch jedes Element r des Anfangsstreifens ein ein- 
Ziger chaxaktenstischer Streifen * = *(f t) usw der den Bedmgungen 

|*(i T)--a:(T)|<.Ausw 

genügt Diese Streifen ergeben m ihrer Gesamtheit eme Integral 
flache (10) ® 

Der Nachweis daß hiermit eme Integralflache gewonnen ist be 
nutzte auf S 272 die ersten Ableitungen der fünf Funktionen nach t 


Daß es solche Anfangsmtegralstreifen gibt wurde S 270 unter der Voraus 
Setzung bewies^ daß x(r) y{r) z(t) stetige paitieUe Ableitungen zweiter Ord 
nung^itzen Damit ist dann gezeigt daß durch jede zweimal stetig differenzier 
W K^e Integr^ächM gehen Es können deren aber mehrere sein da nach 
S 270 d^ch dieselbe Anfangskurve mehrere Integralstreifen gehen können Es 
wschemt daher v^üiÄger - wie oben geschehen - die Formulierung des 
AXisteuzsatzes an die Anfangsstreifen anzuscldießen 
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und T sowie die Ableitungen 

d^z 

dtÖT^ dtÖT ^ dtÖT 

nebst der Vertauschbaxkeit der Differentiationsfolge. Tatsächlich folgt 
aus unseren Annahmen, daß die genannten ersten Ableitungen stetig 
sind und daß 

d 

ÖT \dt} 

stetig ist. Daraus ergibt sich aber bekanntlich die Vertauschbarkeit 
der Reihenfolge der Differentiationen. Daß die ersten Ableitungen der 
fünf Funktionen nach t stetig sind, wurde S. 212 schon erwähnt. Daß 
die ersten Ableitungen nach t stetig sind, ergibt sich aus den Differen- 

dx 

tialgleichungen sofort, da durch diese ja-^usw. durch x(}) usw. selbst 
dargestellt sind. Daher ergibt die Differentiation der Differentialglei¬ 
chungen nach T auch die Stetigkeit von usw. 

Durch den Anfangsstreifen geht daher eine einzige Integralfläche. 
Diese Aussage ist im folgenden Sinne zu verstehen: Zwei Integral¬ 
flächen, welche den Anfangsstreifen enthalten, enthalten auch die gan¬ 
zen an seine Elemente anschließenden charakteristischen Streifen für 

Wenn man die hiermit abgeschlossene allgemeine Theorie auf die 
früher behandelten speziellen Fälle anwendet, so findet man die da¬ 
maligen Resultate wieder. Das möge etwa an 

P + f{x,y)q = g{x.y) 


kurz dargelegt werden. Für die charakteristischen Streifen findet man 
zunächst die fünf Gleichungen 


—-1 
dt 


dy 

dt 


, dz 


dp 

dt 




Da aber die drei ersten nur x, y, z enthalten, so können sie zur Be¬ 
stimmung der charakteristischen Kurven dienen und man kann daher 
auf die beiden letzten verzichten, da schon diese Kurven zum Aufbau 
der Integralflächen ausreichen. 

Immerhin mag es auf fallen, daß wir damals eine von zwei Inte¬ 
grationskonstanten abhängige, also zweiparametrige Schar von charak* 
teristischen Kurven erhielten, während wir im allgemeinen Falle eine 
dreiparametrige Schar von charakteristischen Streifen bekommen. Der 

1 Für die Frage, inwieweit man mit geringeren als den hier gemachten Diffe¬ 
renzierbarkeitsannahmen auskommen kann, vgl. man eine Arbeit von A. Haar: 
Zur Charakteristikentheorie, Acta Szeged. Bd. 4, S. 103—114. 1928. 

18* 
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Grund dafür ist der daß in jenen speziellen Fallen durch jede charak- 
tenstische Kurve eine einparametnge Schar von charakteristischen 
Streifen geht wahrend im allgemeinen Fall verschiedene charakten 
stische Streifen auch längs verschiedenen Kurven aufgereiht sind 

Ähnlich wie bei den hnearen Differentialgleichungen kann man die 
Theorie auch hier verallgemeinern indem man sie mehr ins Geome 
tnsche wendet und die Beschränkung auf Flachenstucke fallen laßt 
die sich durch eindeutige Funktionen z{x y) darstellen lassen Näheres 
siehe S 317 

§ 5 Uberbestimmte Systeme von partiellen 
Differentialgleichungen 

Wir werden im § 6 die Integration der charakteristischen Gleichungen 
naher betrachten Es ist zweckmäßig dem einige Betrachtungen über 
em gewisses System von zwei partiellen Differentialgleichungen voraus 
zuschicken 

Für eme unbekannte Funktion mögen zwei partielle Differential¬ 
gleichungen vorgelegt sein Man nennt das System uberbestimmt 
um auszudrucken daß die Zahl der unbekannten Funktionen kleiner 
ist als die Zahl der Gleichungen Es handelt sich darum die gemem 
Samen Integrale dieser beiden Differentialgleichungen zu fmden Man 
uberzeugt sich leicht daß nicht immer solche gememsame Integrale 
vorhanden smd Wir wollen annehmen daß die beiden Gleichungen 
dz dz ^ 

nach ^ und aufgelost seien Es sei das System 

^ = <Pi(^yz), 

^ = <p{x y z) 

gegeben <p^ und sollen dabei samt ihren partiellen Ableitungen 
in emem gewissen Bereiche B des x y z Raumes eindeutig und stetig 
sein Dann leuchtet em daß es nur dann stetige Funktionen z[x y) 
geben kann die diesen beiden Differentialgleichungen genügen wenn das 
Gesetz von der Vertauschung der Reihenfolge der Differentiationen er 
füllt ist Das hefert die Integrabditatsbedingung 

T*!» + T’i* = 9’2 i» + 

oder 

(3) 9iy + (piz 92 = 92,» + 92» 9i 

Hier sind nun zwei Falle zu unterscheiden ]e nachdem diese Gleichung 
(3) identisch m x y z erfüllt ist oder nicht Im letzteren Falle ist sie 
eme neue Gleichung für ein eventuelles gememsames Integral der beiden 
gegebenen Gleichungen (1) und man kann nun durch reme Ehminations- 
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Prozesse entscheiden, ob eine dann durch (3) definierte Funktion ein 
Integral von (1) ist. 

Der andere Fall, den wir weiter betrachten wollen, ist der, daß 
die Gleichung (3) identisch für alle a;, y, z eines gewissen Bereiches B 
erfüllt ist. 

Es sei XQ,yQ,ZQ ein Punkt aus B. Wir werden zeigen, daß es in 
einer gewissen Umgebung von genau eine mit ihren ersten 

Ableitungen stetige Funktion z\x,y) gibt, die (1) genügt, und für die 
= z{xQ,y^ ist. Dies Ergebnis wird dadurch plausibel, daß man be¬ 
achtet, daß durch (1) jedem Punkt aus B genau ein Flächenelement zu¬ 
geordnet wird. Zur Bewältigung des Integrationsproblemes kann man 
ähnlich verfahren, wie in dem bekannten Fall der Quadratur, wo z nicht 
selbst vorkommt. Wir geben also erst einmal in der ersten der beiden 
Gleichungen y den Wert y^. Sie ist dann als gewöhnliche Differential¬ 
gleichung 

für die Schnittkurve der Ebene y = yo mit der gesuchten Fläche auf¬ 
zufassen. Ihr Integral, welches für x = Xq den Wert Zq annimmt, sei 

(5) (p{x,XQ,yQ,Zo) =z{x), z{xq)=Zq. 

Alsdann betrachten wir die ebenen Schnitte x = konst. der Integral¬ 
fläche und bestimmen somit dasjenige IntegraP 

(6) z = ip{x,y, yo, ?’(*• yo. •^'o)) 
der gewöhnlichen Differentialgleichung 

( 7 ) 

das für y ^y^ der Anfangsbedingung 

( 8 ) y>{x,y^,yii,<p{x,Xn,yü.Zü)) = (p{x,XQ,yQ,z^) 

genügt. Man hat also auch 

(9) ^ro = V'(*o.yo.yo.'^o)- 

xp hat stetige Ableitungen nach allen Argumenten. Nun ist zu zeigen, 
daß die Funktion (6) ein Integral von (1) ist. (6) und seine partiellen 
Ableitungen nach x, y, x„, y^, Zq sind stetige Funktionen dieser fünf 
Veränderlichen. Dies gilt nämlich nach S. 43 für die Lösung (6) von 
(4) und gilt aus demselben Grund weiter für (6) als Lösung von (7). 

1 Nach S. 44 ist also auch 

(6') qi (X. i’o) = y) {x, y», y. z), 

da das durch x, y, z bestimmte Integral von (7) durch den Punkt x, yo» q> geht. 
Insbesondere ist also, wenn man in (6') x = x^ setzt, 

( 6 ") Za = ip(x^,y^,y,z). 
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Da WUT (6) aus (7) gewonnen haben ist für (6) die zweite Gleichung (1) 
erfüllt und es bleibt nur noch zu zeigen daß auch die erste Gleichung (1) 
für (6) gilt Wegen (8) und (4) ist dies jedenfalls für jy = _yo der Fall 
Tragen wir nun (6) für behebiges y in die erste Gleichung (1) ein so 
möge sich 

(10) y z)Jru{x y) 
ergeben Hier ist jedenfalls 

( 11 ) u{xy^=0 

und es ist zu zeigen daß für alle y 

(12) « (a: y) = 0 

gilt Jedenfalls sind w und seine partiellen Ableitungen erster Ordnung 
stetige Funktionen von a; und y Um (12) zu beweisen differenzieren 
wie (10) nach y und finden 


d r _ d(px . d<Pi 


_ " I •ri _ I 

- + “äT «’s + äTT 


(13) _ 

^ ' dxdy ~ dy ' da 

Differenziert man aber (7) die ja für (6) gilt nach z so kommt 


(14) 


— ^9*2 I 

dxdy dx ' dz 


9x + 


9^ 

dz 


u 


In (13) und (14) smd die linken Seiten gleich weil rechts stetige Funk 
tionen von x und y stehen Daher folgt durch Vergleich beider wegen (3) 


(15) 


dy da 


u ist wegen (11) dasjenige Integral von (15) das für y = y^ verschwmdet 
Also ist wegen der Stetigkeit von ^-und semer Ableitung nach y (12) 

richüg und damit ist gezeigt daß (6) das gesuchte Integral von (1) ist 
Unsere Überlegung zeigt auch daß (6) das einzige der Anfangsbedingung 
(9) genügende Integral von (1) ist Denn unser Ansatz hat zwangsweise 
und emdeutig die Schmttkurve x = Xg und die Schmttkurven x = konst 
der Integralflache ergeben Also gilt der 

Satz Durch jeden Punkt nfj y^ des Bereiches B geht genau eine 
Losung des Systems (1), die eindeutig und stetig differenzterbar von 
^ y ^0 Vo ^0 kbhangt 

Es gibt noch eme zweite die MAYERsche Methode zur Integration 
der Gleichungen (1) 

Die MAYERsche Methode geht darauf aus unmittelbar die Schnitt 
kurven zu bestimmen die eme durch den Punkt Zo y# z# gelegte 
zur z Achse parallele Ebene aus der Integralflache ausschneidet Die 
Gleichung emer solchen Ebene sei 


X — Zo = A f 

y — y^x=! fl t }, = cos ^ fj, = sm ■& 
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Schneidet man sie mit der Fläche 

z =z{x,y), 

so erhält man für die Schnittkurve 

z = z{xo + Xt,yQ + jut). 

Differenziert man nach t, so erhält man 
dz 

77= fi{xa + U,yo + f^t,z)X + <Piixo + ^t.yo+fzt,z) /z 

als Differentialgleichung der Schnittkurven. Für ^ = 0 wird x Xq 
und y == yo- Daher benötigen wir diejenige eindeutig bestimmte Lösung 
von (16), welche für ^ = 0 den Wert Zq annimmt. In den so bestimmten 
Schnittkurven 

X ^ XQ + t cos d ', 

(17) y = 

hat man unmittelbar die Parameterdarstellung der Integralfläche. Dies 
ist ohne weiteres klar, da durch die vorausgegangenen Betrachtungen 
die Existenz der Integralfläche schon gesichert ist. Anderenfalls wäre 
unter Benutzung von (3) dies erst nachzuweisen. 

§ 6. Über die Integration der für die charakteristischen 
Streifen aufgestellten Differentialgleichungen. 
Vollständige Integrale. 

1. Das vollständige Integral. Während im § 4 gezeigt wurde, wie 
man die Integrale der charakteristischen Differentialgleichungen zum 
Aufbau der Integralflächen der partiellen Differentialgleichung ver¬ 
werten kann, soll nun die umgekehrte Frage erörtert werden. Welchen 
Nutzen kann man aus der Kenntnis von Integralflächen der partiellen 
Differentialgleichung für die Ermittlung der charakteristischen Streifen 
ziehen ? Ich stelle folgende aus dem Existenzsatz des § 4 fließende Be¬ 
merkung an die Spitze. Wenn sich zwei zweimal stetig differenzierbare 
Integralflächen der partiellen Differentialgleichung 

(1) ^ = /(*.y.«.?), 

längs einem Streifen 

(2) x = x{t), y — y{t), zj=z{t), = ?=>?(<) 

berühren, so ist dieser Streifen (2) ein charakteristischer Streifen* 
Vorausgesetzt ist dabei wieder, daß in einem gewissen Bereich der 
y, ^>i>> ?) das f{x, y, z, q) samt seinen partiellen Ableitungen d^ 
beiden ersten Ordnungen stetig ist, daß die Elemente der beiden Inte- 
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gralflachen diesem Bereich angeboren daß die Funktionen (2) stetige 
Ableitungen besitzen und daß für kein t 

(3) X {t) = y (<) = ^ (i) = 0 

ist Ware namhch der Streifen (2) kein charaktenstischer Streifen so 
enthielte seine Tragerkurve einen Bogen der in keinem Punkt die 
Tragerkurve des charaktenstischen Streifens berührt der durch dasselbe 
Element bestimmt ist Dann gmge aber durch diesen Bogen nach 
Eiostenzsatz nur eme zweimal stetig differenzierbare IntegraJflache 
Kennt man weiter eme emparametnge Schar von zweimal stetig 
differenzierbaren Integralflachen 

(4) z= (p{x y Ä), 

welche eme zweimal stetig differenzierbare Enveloppe besitzt so wird 
die Enveloppe von jeder Integralflache längs emes Streifens (2) be 
rührt Die Enveloppe besteht selber aus lauter Integralelementen ist 
also selber eme Integralflache Somit gewinnt man m den Beruhrungs¬ 
streifen alle auf ihr gelegenen charaktenstischen Integralstreifen So 
kann man naturhch nur diejemgen charaktenstischen Integralstreifen 
gewinnen welche den Integralflachen (4) angeboren d h die aus 
Elementen dieser Flachen bestehen Den Flachen (4) gehört eme drei- 
parametnge Schar von Elementen an wahrend der partiellen Diffe 
rentialgleichung (1) eme vierparametnge Schar von Elementen genügt 
Hat man aber statt (4) eme zweiparametnge Schar von Integralflachen 

(5) z=V(xfyX,A,) 

so kann man hoffen daß diesen alle Elemente die / = 0 genügen aus 
emem gewissen Elementebereich angeboren Dann kann man hoffen 
durch passende Enveloppenbildungen alle charakteristischen Integial- 
streifen zu gewinnen und aus diesen dann nach § 4 alle Integralflachen 
Es wird also voraussichtlich die Kenntnis einer passenden zweipara- 
metngen Schar von Integralflachen (6) genügen um durch bloße Dif- 
ferentiaüonsprozesse alle Integralflachen zu gewinnen Wenn nun 
durch 


( 6 ) 


z=V{x y Al Aa) 

P = ^{x,y Al Aa) 

? “ (^> y ■^1 ■^2) 


\«2 ^ ^2 ^ ßij 
\«2^y ^&2/ 


alle Integralelemente eines gewissen Elementebereiches dargestellt 
werden so nennt man (4) ein voll^andiges Integral V mögen 

dabei stetige Ableitungen erster Ordnung nach x y und Aj haben und 
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es sei für alle A 

dz dg 

^ ^ dz dg 

d ^2 d A 2 

Diese Bedingung hat zur Folge, daß man aus zwei der drei Gleichungen 
(6) in der Umgebung jedes Elementes und durch a;, y, z, q aus- 
drücken kann. Dadurch ist gewährleistet, daß alle Elemente von (1) 
durch die Paxameterdarstellung erfaßt werden^. 

2. Integration der partiellen Differentialgleichung. Wir zeigen nun, 
daß man alle zweimal stetig differenzierbaren Integralflächen als Enve- 
loppen einparametriger Teilscharen des vollständigen Integrals auffassen 
kann. Wir denken uns, wie in §4, eine solche Integralfläche durch einen 
Streifen 

(8) y = y(T), ^ = p=p{r), q-=-q[r) 

bestimmt. Dabei seien die Funktionen (8) mit stetigen Ableitungen 
versehen, und es sei nirgends 

x'(r) = y'{r) == z'(r) = 0. 

Durch jedes der Elemente (8) geht eine Fläche aus dem vollständigen 
Integral, wenn man annimmt, daß der Streifen (8) dem Elementen- 
bereich angehört, für den wir das vollständige Integral gebildet haben. 
Soll durch das zum Parameterwert r gehörige Element eine Fläche 
(Aj, Ag) des vollständigen Integrals gehen, so muß 

z{r) ==V{x (t) , y (t) , Aj, Ag) , 

(9) J>(t) y(T), Al, As), 

sein. Nach (7) kann man aus der ersten und der dritten dieser Glei¬ 
chungen Al und A, ermitteln. Sie werden stetig differenzierhare Funk¬ 
tionen von T 

A, = A,(t) (i=l, 2) oL^r^ß. 

Trägt man diese in 

z = V(x, y, Al, A,) 

ein, so erhält man in 

(10) z = V(x, y, Ai(t), Aa (T)) 

> Hatten wir die partielle Differentialglei'cliiing in der Form / {ne. y, z, -p, q) = 0 
angenommen; so hätte die Auflösung nach p (oder q) z'o. mehreren Differential¬ 
gleichungen (1) führen können. Jede derselben gibt dann zu Betrachtungen der 
vorstehenden Art Anlaß. 


+ 0 . 
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eine einpaxametnge Teilschar des vollständigen Integrals Durch jedes 
Element ( 8 ) geht eme solche Integralflache aus dem vollständigen 
Integral Sie berührt daher längs des charaktensüschen Streifens der 
durch dieses Element bestimmt ist die Integralflache welche durch 
den Streifen ( 8 ) geht Diese ist daher Enveloppe der Schar ( 10 ) 

3 Bestimmung der charaktenstischen Integralstreifen Nun Vann 
man von diesem Gedanken ausgehend imt Hilfe des vollständigen 
Integrals auch alle charaktenstischen Integralstreifen ermitteln soweit 
sie dem Elementenbereich angeboren für den das vollständige Integral 
gebildet wurde Differenziert man namheh (10) nach t so hat rngp m 

( 11 ) ^0 

eme Gleichung der zusammen mit ( 10 ) für em gegebenes r diejemgen 
Punkte genügen welche der Flache ( 10 ) und der Enveloppe gemeinsam 
smd Beachtet man nun daß je nach Wahl von Ai(t) dieA; 11' 
behebige Zahlen sein können so erkennt man daß die charakteristischen 
Integralstreifen den folgenden Gleichungen genügen 

z=V{x y 4) 

12 ) 

' ^ dV 

^ ~ y -^) + -^4 j]- {x y Xi X 2 ) 

Dabei smd X^ A 4 behebige Zahlen von denen Aj und A* den 

bei (5) angegebenen Intervallen angeboren Für jede Wahl der A* stellen 
die ( 12 ) emen charakteristischen Integralstreifen dar wofern nur A, 
und A 4 nicht beide verschwmden Denn aus der letzten Gleichung ( 12 ) 
kann man y als Funktion von x X^ X 2 Xg A 4 ermitteln Es ist nämhch 

3 13 t do 

dy d)y + 

weil sonst die Determinante (7) Null sem mußte Die letzte Gleichune 
( 12 ) besagt ja 

g dz . dz 

Man kann aber sicher die Schar ( 10 ) so einnchten daß für em gegebenes 
dann em gegebenes Element vorkommt und daß für dies t mcht 
A( = Aj = 0 ist D^e Gleichungen ( 12 ) hefern also tatsächlich alle cha 
raktenshschen Integralstreifen 

WiU man nicht nur die charakteristischen Integralstreifen sondern 
vielmehr alle charaktenstischen Streifen d 1 aUe Losungen der Glei 
chungen ( 8 ) von S 269 emuttehi so muß man nur beachten daß / 
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ein Integral derselben ist, d, h. daß / längs jedem Streifen konstant 
ist und daß die (8) auch die charakteristischen Streifen für / + c = 0 
sind, wo c eine beliebige Konstante ist. 

4. Konstruktion vollständiger Integrale, Da man nach unseren Dar¬ 
legungen aus der Kenntnis eines solchen vollständigen Integrals ohne 
weitere Integrationsprozesse zur Ermittlung aller charakteristischen 
Integralstreifen und damit nach § 4 zur Aufstellung aller Integralflächen 
befähigt ist, so wird die Frage brennend, wie man nun vollständige 
Integrale gewinnen kann. Zu ihrer Beantwortung führen die folgenden 
Erwägungen. Für die Differentialgleichung (1) wird das System der 
charakteristischen Differentialgleichungen 



dt 

(13) ^ = 

^ = L + fzP. 

Unter einem Integral 

(14) h{x, y, z, p, q) 

derselben versteht man eine in unserem Elementebereich samt ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetige Funktion fx, die 
längs eines jeden charakteristischen Streifens konstant ist. 

Es ist also 


(16) 0 == /ifl, — fxvfq + fxAP — ?/<?) + fiv (/« + fzt) + /ia(/t/ + /*?) 

identisch erfüllt in unserem Elementebereich. Dieses gilt längs jedem 
charakteristischen Streifen, und jedes Element gehört einem solchen an. 

Wir fragen nun nach denjenigen Integralflächen von (1) , für die 
/x einen festen Wert hat. Wir fragen nach den gemeinsamen Lösungen 
der beiden partiellen Differentialgleichungen 

( 16 ) s')=^~/(** y- 

fdx, y. z, p, q)^ Ix’ 

Nehmen wir an, daß in unserem Elementebereich 


(16') 


d{p,q) 


+ 0 


sei. Dann kann man aus (16) p und q ausrechnen. So erhält man 


( 17 ) 


p — (px{x, y. z, Al) , 
q = (pi(x, y, z, Al). 
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Die cp-y sind m einem gewissen Bereich der x y z Ä mit stetigen 
Ableitungen versehen Nach § 5 kann man dann aus (17) für jedes 
eme emparametrige Schar von Integralflachen 

(18) z = V{x y Ag) 

ermitteln wofern die damals angegebene Integrabilitatsbedmgung er¬ 
füllt ist Diese war 


dy 


oder ausführlicher geschrieben 


dx 


~d7 ^2 “ ~ ~ 


dy 




dz 




Dies ist aber der Fall Differenziert man namhch die beiden Gleichungen 
(17) durch deren Auflösung nach f und q ja (18) entstand nach x und 
y so erhalt man 

(19) ^ ^«“1" /ff /y 4" fz ? 4" /fl) ^y4" fq 

flz Px~\~ flQ /iy4"/l« ?4‘/i3) />y+/iff ?y==0 

Bestimmt man hieraus py und und setzt die gefundenen Werte ein 
ander gleich so erhalt man die Integrabilitatsbedingung 

(20) /l] “ (/v 4"/a ?)/i<z iqifly /iä ?) 4“ /i 3> (/« 4" /* ^) 

~*(/i»4-/ii5^)/3, = 0 

was nur eine andere Schreibweise für (15) ist Da aber ein Integral 
von (15) wax so ist die Integrabihtatsbedingung identisch erfüllt und 
der Satz von S 278 wird anwendbar Wir erhalten also nach S 283 
für jedes Aj durch jeden Punkt eme Integralflache (18) durch 

passende Wahl von A 2 Jede Funktion (18) die (17) genügt befriedigt 
ja auch (16) 

Man nennt [/ /i] einen Klammerausdruck und sagt / und lagen 
in Involuhon wenn [/ /i] = 0 ist Da [/ /J = - [/i /] so ist / = konst 
auch em Integral der zu /i = 0 gehongen charaktenstischen Differential¬ 
gleichungen 

5 Bemerkung Unsere Betrachtungen beweisen gleichzeitig noch 
emen etwas anderen Satz Jedes gemeinsame Integral zweier partiellen 
Differentialgleichungen F = 0 und Fi = 0 genügt auch der Gleichung 
[•^ Ö Ist diese also nicht wie in den Fallen auf die es uns eben 

ankommt identisch erfüllt so ist sie eine neue Gleichung für die ge 
suchten gemeinsamen Integrale und wir haben damit jetzt drei Glei 
chungen welchen dieselben genügen müssen Nunmehr aber kann man 
schon durch Ehmmationsprozesse entscheiden ob überhaupt ein ge 
meinsames Integral vorhanden ist 
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6. Beweisführung für das vollständige Integral. (18) ist ntin tat¬ 
sächlich ein vollständiges Integral für unseren Elementebereich. Die 
Gleichungen (16) sind nämlich hei passender Wahl von Aj für jedes 
Element unseres Elementebereiches erfüllt. Also gilt das gleiche für 
die (17), und (18) stellt eine Fläche dar, die bei passender Wahl von Aj 
durch einen beliebigen Punkt geht, wie auch gewählt sein mag. 
Also ist (18), (17) tatsächlich eine ParameterdaxsteUung aller Elemente 
unseres Elementebereiches. Wir verlangten bei der Definition des voll¬ 
ständigen Integrals noch die Stetigkeit der partiellen Ableitungen 
dv dV 

erster Ordnung von V, und ■^. Dies ist aber bei den Funktionen 
(17), (18) der Fall. Endlich ist auch die Bedingung (7) erfüllt. Denn es ist 
nach (17) = 0. Also ist die Determinante (7) gleich — Da 

weiter = A^, die Auflösung von q = <Pt nach Xy ist, so ist ^ + 0. 

Ferner ist ^ 4= 0. Denn als Parameter Aj kann man z. B. den Wert z„ 
nehmen, den V an der Stelle Xq, annimmt. Es ist dann 

(19) z=V{x,y, Al, Ag) = 17 {x, y, Xy, x^, yo, ^o) 

die Integralfläche von (17) durch den Punkt «o» JVo» Sie ist identisch 
mit der Integralfläche durch den Punkt x, y, z. Also ist 

f*© Ag 17(^0, y©, Al, y, r) 

die Auflösung von (18) bzw. (19) nach Ag. Da also (18) eindeutig nach 
d 

Ag lösbar ist, so ist -jj- + 0. 

Unsere Betrachtungen lehren u. a., daß die Kenntnis eines von 
p — / unabhängigen'- Integrals fy der charakteristischen Differential¬ 
gleichungen (13) die Integration derselben auf die zweier gewöhn¬ 
licher Differentialgleichungen reduziert. Denn wir haben in § 6 gdemt, 
daß die Integration der (17) mit der 2 weier gewöhnlicher Differential¬ 
gleichungen gleichwertig ist. 

7. Eine weitere Methode zur Konstruktion eines vollständigen Inte¬ 
grals. Man kann die Integrationsarbeit bei der Ermittlung eines voE- 
ständigen Integrals ganz sparen, wenn man noch ein weiteres Integral 
/g von \f, 9 ?] = 0 kennt, das überdies mit fy in Involution liegt. Denn dann 
gelten für die charakteristischen Integralstreifen die drei Gleichimgen 

(20) ^-/ = 0, /i = Ai, /2 = Ag. 

Kann man sie nach p, q, z auflösen, so hat man damit ein von zwei Para¬ 
metern abhängendes Integral von / = 0 ohne jede Integrationsarbeit. Um 
das einzusehen, betrachte man ein Element «ojy'o* ^o> ?o> ^ 


1 D. h. daß (160 gü*- 
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Gleichungen (20) bei passender Wahl der 2.^ ^2 genügt und setze voraus 
daß für dies Element die Funktionaldeterminante 


sei 


ä(f h U) 

d(z p q) 


+ 0 


Durch Auflösung möge sich m der Umgebung dieses Elementes 


(21) 2 = <p(x,y) = y)> i = y) 


ergeben Ich zeige daß die drei Funktionen z — (p[x y) i> — y) 
^ 9^2 y) gleichfalls m Involution hegen d h daß = ? 

fy = ist Zum Nachweis denke man (21) in (20) eingesetzt und 
differenziere dann nach x und y So erhalt man 


3<) /« + iz i^x — P) + fzp + /a» + /ff ?aj =0 

fix + hz{^x ^ P)-\- flzP + fivPx + /iff 9» = 0, 

C) f^x 1- /2Ä(^a! —^) +/2»^ +/23)/^a! +/2ff 9« = 0, 

fv + fz 9 ) + /»9 + /d Pv"^ idiv = ö 

e) /ii/ + /i;8(^a/ —9) + /i.9 + /i3>25>i/ + /iff9y = 0 

f) /2V *+ hz (Zy — 9) + /2« 9 + /23) pv /2« 9v “ ö 

Man multipliziere a) mit ^ d) mit b) mit ^ e) mit 
Dann berechne man 


Das liefert 




\i /l] + (4 — P) {fzfij,~fizfv) + (4 — 9) ifzfu—fizft) 

"t” (9« Pvl ifafip /j a/j>) ~ 0 

Ebenso fmdet man analoge Relationen durch Verbmdung von 
/ mit /g und fl mit Da aber die drei Funktionen / fi in Invo 
lution hegen so kommen schheßhch diese Imearen Gleichungen heraus 

I {Zx P) {fz fly flzfip) “1" {Zy 9) {/»/l« /l« /fl) 

+ (9fl9 Py) (/ff /l 3) /l« /s>) “ 0 

{Zx P) {fzf2j> f^zf^ "t" {Zy y) {fx /2ff /2«/fl) 

( 9 » (/ff f^y f^Q /») ~ ^ 

III (Zgu P){fizf2y /2* /l fl>) ”1” {Zy 9) (/l» /2 ff / 2 a /iff) 

(9a’ ^ 1 /) (/lff/ 23 ) /2ff/ xd) “ ^ 

Um zu erkennen daß nach diesen Gleichungen z^^p = 9 J» = 
sem muß hat man nur zu bemerken daß die Determinante dieses 
Gleichungssystems aus den zweireihigen Unterdetermmanten der Funk- 
tionaldetermmante besteht und daher wie diese von Null verschie 
den ist 



§7. Integration einiger spezieller Differentialgleichungen. 


287 


In den ganzen vorstehenden Erörterungen waren Integralelemente, 
für die neben / = 0 auch fj, = 0 und fq =0 ist, ausgeschlossen. Man 
nennt sie singuläre Elemente und eine aus ihnen aufgebaute Fläche 
eine singuläre Integralfläche. Natürlich kann man ohne Integrationen 
aus den angegebenen drei Gleichungen für die singulären Elemente 
heraus — ähnlich wie bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen — 
entscheiden, ob es singuläre Integralflächen gibt. 


§ 7. Integration einiger spezieller Differentialgleichungen. 

Es gibt verschiedene Sorten von partiellen Differentialgleichungen, 
für die man leicht ein vollständiges Integral finden kann. 

1 . CLAiRAUTSche Differentialgleichung. Wenn z. B. die CLAiRAUTsche 
Differentialgleichung 

z = xp + yq + f{:p,q) 

vorgelegt ist, so ist die zweiparametrige Ebenenschar 


ein vollständiges Integral. Denn tatsächlich umfassen diese Ebenen 
die sämtlichen Flächenelemente der partiellen Differentialgleichung. 
Die drei Gleichungen 

^ 4- ^2 y 4” / (^1» ^ 2 ), 

? ” -^2 


erfüllen auch offenbar alle im § 6 aufgezählten Voraussetzungen, wenn 
man / als zweimal stetig differenzierbar annimmt. 

2 . p =/(?,*). Wenn weiter eine Differentialgleichung der Form 


vorgelegt ist, so hat man zur Bestimmung weiterer Integrale der charak¬ 
teristischen Gleichungen die lineare Differentialgleichung 


du _^ , 

dx 





0 


zu betrachten. Ersichtlich ist 

q 


ein Integral derselben. Daher hat man zur Bestimmung eines voll¬ 
ständigen Integrales und y aus 
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auszurechnen Also ist aus 

5-== Al 
^ = /(Ai X ) 

das vollständige Integral zu ermitteln Man findet 


^ = Al y + //(Al x) dx + Ag 

3 f{x,p)=g{y, q) Als dnttes Beispiel wähle ich eine Verallgemei 
nenmg des vorigen 


f{x p) = g{y q) 

Man sagt hier die Variablen seien getrennt 
Ein Integral von 


du , du , du , 

dy^^'^'dJ ^Sq) 


^2 I du _ 


ist hier offenbar 

u = f{x p) 

Zur Bestimmung des vollständigen Integrales hat man somit p und 
q aus 

i{x P) = Al 

g{y 3) = Al 

zu ermitteln ein Ergebnis das man auch unimttelbar aus der partiellen 
Differentialgleichung entnehmen kann Man möge etwa 


p = <p{x Al) 

q = y>{y Xj) 

fmden Dann ist 


z = J<p{x Xj)dx + Jip{y Xi)dy + Xi 
das vollständige Integral 

* /(z.P»9') = 0 Sei viertens 

f{z P q) = 0 

vorgelegt so hat man 

+ If 1?^/* - Ij?/* = 0 

zu betrachten Ein Integral ist jedenfalls 



Die Auflosimg der Gleichungen 

q—Xip = Q 

f{z p q) = 0 

P=q>i.K 

3 = Ai9j(Ai z) 


möge 
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ergeben. Dann bekommt man das vollständige Integral in der Form 

6, Bemerkung: Man kann übrigens die letzte Differentialgleichung auch auf 
den schon behandelten Typus 


= 0 


umformen, indem man x und z ihre Rollen vertauschen läßt. Soll nämlich durch 

z = z(x, y) 

X als abhängige, z als unabhängige Variable eingeführt werden, so hat man 


l=p 


dx 

dz* 




Also wird die Differentialgleichung 




ist also vom angegebenen Typus, der dadurch ausgezeichnet ist, daß außer den 
partiellen Ableitungen nur eine der unabhängigen Variablen, die abhängige aber 
gar nicht vor kommt. 


§ 8. Differentialgleichungen, in welchen die unbekannte 
Funktion nicht explizite vorkommt. 

Es sollen Differentialgleichungen der Form 

fi{x,y.p,q) = 0 

untersucht werden. Zunächst bemerkt man sofort, daß die fünf charak¬ 
teristischen Gleichungen in zwei Gruppen zerfallen. Sie werden nämlich 


dx 

Ti 


K' 



dt ~ Tt 


= PK + 



Da aber z selbst in h nicht vorkommt, so kann man aus dieser letzten 
Gleichung z durch eine Quadratur bestimmen, sobald erst die vier an¬ 
deren Funktionen aus den vier übrigen Gleichungen bestimmt sind. 
Kennt man voliencLs irgendeine einparametnge Schar von Integralen 


z^V [x, y, a) 


der partiellen Differentialgleichung, und zwar so, daß in einem gewissen 

BiEBBRBXCH, Differentlalgldoliungen, 8. Aufl. 19 
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Berewh der x y a enne der Ableitungen stetig und von 

Null versclnecLen tsf so ist 

— = 
da 

ein Integral der charaktenshschen Gleichungen 
Unter unseren Voraussetzungen ist nämlich 

z—V[x,y a) -\-b 

nach S 280 ein vollständiges Integral der partiellen Differentialglei 
chung Denn man kann z = F + ö f = V^ ? = nach a b auflosen 
Daher kann man den S 282 aufgestellten Satz anwenden Danach 
findet man die Charakteristiken aus 


z = V (x y a) b 


dV 

da 


C 


Hier also ergeben sich ihre 


X y Projektionen 
dV 


da 


c 


aus 


§ 9 Anwendungen m der Mech anik 

1 Die HAMiLTONsche Gleichung Die Betrachtungen des vorigen 
Paragraphen smd von besonderer Wichtigkeit für die ebene Bewegung 
emes Massenpunktes auf welchen eine zeithch konstante Kraft wirkt 
welche em Potential U{x y) besitzt Die Bewegungsgleichungen wer 
den namhch dann wenn die Masse des Punktes Ems gesetzt wurd 

dfix _ du 

_ du 

~dy 

Setzt man^= ^ und ^ ? und fuhrt noch die kinetische Energie 

_ + g« 

2 

ein so hat man außerdem 

^ _dT dy ^dT 

dt dp dt dq 

wahrend man die ersten beiden Gleichimgen so schreiben Vann 

dp du 
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Führt man nun noch die Energie 

E = T + U 

ein, so hat man schließlich für die Bewegung diese vier Gleichungen: 


( 1 ) 



dt 

dt 



Das sind aber nach § 8 die vier ersten zu 

(2) -j- U(x,y) = 2c (c = konst,) 

gehörigen charakteristischen Gleichungen, so daß also die Integration 
der Bewegungsgleichungen gleichwertig ist mit der partiellen Diffe¬ 
rentialgleichung (2). Man nennt sie die HAMiLTONsche Gleicimng der 
Bewegung. (Ihr Bestehen bringt den Energiesatz zum Ausdruck.) 
Die Bahnkurven der Bewegung sind dann die x-y-'Pxo]ektionen der 
Charakteristiken dieser Differentialgleichung. Zur Lösung des mecha¬ 
nischen Problems bedarf man also nur eines vollständigen Integrales 
dieser Gleichung. Zu seiner Auffindung ist oft die Einführung neuer 
unabhängiger Variabler zweckmäßig, weil man dadurch z. B. oft die 
Gleichung auf eine der in § 7 behandelten zurückführen kann. 


2. Anziehung eines Massenpunktes aus zwei festen Zentren. Als 
Beispiel werde die Anziehung eines Massenpunktes aus zwei festen 
Zentren betrachtet. Die beiden Zentren sollen bei ± 1 auf der iv-Achse 
liegen. Man führt elliptische Koordinaten ein. Dazu betrachtet man die 
konfokalen Kegelschnitte 

+ = l K>« 2>0 und 

mit den Brennpunkten ± 1, 3 ; = 0. Durch jeden Punkt der Ebene 
gehen zwei Kegelschnitte der Schar hindurch, eine Ellipse und eine 
Hyperbel. Die Ellipse kommt heraus, wenn der Parameter A der Un¬ 
gleichung 

(4') a^ + 2.>0 

genügt. Hyperbeln erscheinen, wenn 

(4^ ) — A — iX’2 

ist. Ist aber x, y ein beliebiger Punkt der Ebene, so besitzt die Gleichung 
(6) ■ + A) + /(«i + A) — («1 + A) («a + A) = 0 

19* 
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für X stets zwei Wurzeln und X^ (Ai > Ag) von welchen jeder der 

beiden Ungleichungen (4) (4") je eine genügt Man erkennt das wenn 

man das Vorzeichen der hnken Seite von (6) im X+ oo X = — Äg 
X = betrachtet Setzt man dann die beiden Gleichungen 

(^2 + ^i) + “1“ ~ (^i^+ ^3 (^2 + ^i) 

(^2 + ■^2) + (^1 + -^2) ” (^1 + -^2) (^2 + 

an so kann man daraus und durch Ai undAg ausdrucken Man 
fuhrt die Rechnung am bequemsten durch indem man für (5) 

(«2 + A) + y® (äj + A) — (äj + A) («2 + A) = — (A — A^) (A — Ag)] 

schreibt und dann nachemander A = — und X = — setzt So 
fmdet man 

I K++ h) 

1 y** = = - («a + ^)K + Aa) 

Durch Al und Ag ist also m jedem Quadranten genau ein Punkt fest¬ 
gelegt Man neimt Al undAg seme elhptischen Koordinaten 

Wir müssen nun die Entfernungen r und R des Punktes {x y) von 
den beiden Zentren m elhptischen Koordinaten ausdrucken Man hat 

^ 1)2 4. y2 ^ ^2 y2 _ 2 a; + 1 

+ 1)2 + y =:x^ + y^ + 2x+l 

Nun folgt aus (6) daß 

= ^1 + ^2 “f" ^1 + ^2 

ist Daher findet man 

= 2«! + Al + Ag 2 ]/ (i^i 4 - Al) («1 + Ag) = Ai — + Ag}* 

Ä* = 2ai+Ai-|- Aa + 2 y («1 + (Oj + A*) — + Ai + V«! + ;i 

Also 

r = y«! + Al — /% + Ag 

= y%+Al + y^+Ag 

Betreffs der Vorzeichen der Wurzeln ist dabei folgendes zu be- 
merken Zunächst ist sgn y(a, + A^) ^ + Aa) = sgn . also durch den 
yuadranten best unmt de n man gerade b etrachtet Die Vorzeichen der 
beid^ Wurzeln l/iii + Aj und + sind dann so zu wählen daß 
das Vorzeichen ihres Produktes wieder mit dem von x ubcrcinstimmt 
Daher wird nun das Potential 

17=— (”»i + >«i) y«! + h+ (”>1 - »**) yäi +7^ 

’• Ä Ai-Aa -- 
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Für die partielle Differentialgleichiing benötigen ■wir weiter den Ans¬ 
druck von ^ und durch ^ und ^. Man findet aber aus (6) 

2 X — (Oi + }^) + {eil + 2^) 

0 = («2 + K) ^ + («2 + ■^i) ^ 

{‘h+^a)^+ {<h+\)^ 

— 2 y = («2 + 4) ^ + («2 -h Al) ^ . 

Also 


dAj 

_ 2 ;t?(a2 + A-i) 

ÖJlj 

2 X (^2 -1“ A 2 ) 

dx 

4“ 

1 

dx ““ 

Al — A 2 

dAi 

_2 y -1- Al) 


2 y{a-i + A 2 ) 

dy 

Ajl — Aj ’ 

9y 

Al — A 2 


Nun wird 

^» + "5 = {wj (^f« + + 

+ { wiJi ^+^ v )> 

Daraus findet man 


fdx\» 

(^i + Ai) («2 +Al) 

JlLY. 

(«1 -(- A2) («a + A2) 

V^aJ ■ 

Al — A2 

\d^) 

Al —A2 


Die HAMiLTONsche Gleiclitmg wird also 


g;^) K + ^i) (^2 + -^i)-l/<*i + — ( 51 ^) “1” 




i — o{Xx A 2 ). 


Hier sind aber die Variablen getrennt, und daher findet man nach 
S. 288 durch Einführung zweier neuen Integrationskonstanten a und h 
das vollständige Integral: 




+ 


Ä -f* ■ 




(»1+^) (^2 + ^) 


Daher wird unter Benutzung der weiteren Integrationskonstanten ß 


da 


die Gleichung der Bahnkurven. Soll der Massenpunkt die Stelle Xo^ y^ 
mit gegebener Geschwindigkeit passieren, so ist die Bahnkurve ein- 
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deutig bestimmt Denn aus der Energiegleichung 


entnimmt man den Wert von c Tragt man den in die Gleichung dtr 
Bahnkurve em so hefert die Bedingung daß der Massenpunkt mit 
gegebener Geschwmdigkeit durch den Punkt Xq gehen soll die 
Bestimmung der Integrationskonstanten a und ß 

Um nun auch noch den zeitlichen Ablauf der Bewegung zu er 
kennen achten wir darauf wie die Losungen der partiellen Differential 
gleichung (2) von c abhangen Wir fugen also dies c den unabhängigen 
Variablen zu und beachten daß dann die Ableitung von z nach dieser 
neuen imabhangigen Variablen in (2) nicht vorkommt Stellt man für 
die so aufgefaßte partielle Differentialgleichung (2) die charakteristischen 
Differentialgleichungen auf^ so sind die Gleichungen (1) noch durch 
die beiden folgenden zu ergänzen 



Daraus entnimmt man also 


ät\dc) 

daß 


1 


ist und damit ist dann noch der zeithche Ablauf der Bewegung ge¬ 
regelt r ist dabei eme neue Integraüonskonstante durch die der Null¬ 
punkt der Zeitzahlung bestimmt wird Die Bahnkurven der Bewegung 
lassen sich eingehend diskutieren 


§ 10 Die Charaktenstikentheone im Fall von 
n unabhängigen Veränderlichen 

1 Charakteristische Streifen x^ x^ seien n “unabhängige 

Veranderhehe z sei die gesuchte Funktion derselben Zur Abkürzung 
werde 

Ä = = 1 2 ») 

gesetzt Dann sei die Differentialgleichung 

(2) /(^i x„ z ■p^)z=Q oder kurz f(x z ■b)=s<) 

VGTg egt AJj Xn z p-^ p^ Und seine Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung sollen m einem gewissen Bereich B der 2 « + 1 
Variablen x z p stetige Fimktionen sem ^(o) x(o) ^(o) 

sei eme SteUe des Bereiches an der (2) güt An dieser Stelle sei 

5 ^ + “ 


'^Die hier im Vorbeigehen benutzte Theorie der paxtieUen Differential 
unabhängigen Veränderlichen -wird S 299ff näher 


begründet werden 
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Ohne uns auf geometrische Betrachtungen einzulassen, definieren 
wir in Analogie zu dem in § 3 und 4 Bewährten: Unter einem Ekmmt 
verstehen wir einen Punkt des genannten Bereiches B. Unter einem 
Integmldement verstehen wir ein Element, das (2) genügt. Unter pinpin 
k-dimmsionoikn Streifen verstehen wir eine von k Parametern Ti, .. . ,Tj, 
abhängige Schar von Elementen 


(3) = ^ = y(Ti, ..,,Tfc), = 

{v = 1,2, n) 

Hädr sind die 9 ?,, q>,ipv samt üuen ersten Ableitungen in einem ge¬ 
wissen Bereich T der Parameter stetig und es gelten die Relationen 


(4) 




■ + i> 


^ 1» 2, >•«, Ä)« 


Endlich soll der Rang der Matrix 



^91 

d9i 

3 ^ 

ÖTi 

3 t, 

3 t» 

99i 

S9t , 

d9i 

dxi 

3 t,* ' 

3 t» 


dy« d<p„ _ _ ^ 

d Ti ÖTj dXt 

genau k sein. 

Wir nennen einen Streifen Integralstreifen, wenn er aus lauter Inte¬ 
gralelementen besteht. 

Ein eindimensionaler Streifen 


( 6 ) x, = 9r{<^)\ !‘ = (p{t), f>, = y>r{t), {v = l,...,n) 


heißt charakteristisch, wenn er den folgenden Differentialgleichungen 
genügt: 


(7) 


= / • 
dt hk’ 


iti. 

dt 


— /a^ — Pkfz 


dz 

Ji 


= Pifn + • ■ • + Pnfv^ • 


{k — 1,2 ,..., m) 


Als Aufgabe werde gestellt, diuch eine « — I-dimensionale Mannig¬ 
faltigkeit Rn-x des n -f- 1 -dimensionalen der (x, z) eine «-dimen¬ 
sionale Integralfläche zu legen. Diese sei durch 


( 8 ) 


z=(p{ri - ■ -T«.!) J 


(k = l,...,n) 


gegeben. Dabei seien die 9 p in einem gewissen Bereich T der r samt ihren 
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ersten und zweiten Ableitungen stetig Der Rang der Matnx 




dcpi 


dzi 


(9) 




djpn 

d(p 

sei — 1 


dT/i — x 


Zunächst müssen wir noch voraussetzen daß sich durch diese 
ein Anfangsmtegralstreifen legen lasse Dieser Streifen ist an die Bc 
dingungen 




I A 


(A = 1 2 


n ■ 


1 ) 


.( 0 ) 


gebe 


(10) - - OTj • • ‘ " ÖT» 

f{x z p) = 0 

gebunden Nehmen wu: an für t* =4“^ d h ** = z“’ z = z' 

es eme Losung ■pic — 'pf' dieser Gleichungen und die Funktionaldetir 
minante 


(11) 


sei an dieser SteUe von NuU verschieden^ Dann gibt es nach bekannten 
Sätzen eme Umgebung jener Stelle (*») 

Gleichungen lösbar sind Die Losungen hangen stetig und differenzier 
bar von den Parametern ab Nehmen wir die eben für 4®> aus 
gesprochenen Bedmgungen längs ganz (8) als erfuUt an so smd wir 

damit in der Lage durch (8) einen Anfangsmtegralstreifen zu legen 
ii/r sei ^ 

~ Vic (^i 't’n-i) 

^=9 T„_i) 


fvi 

ip 



ÖTi 

dxx 

dx^ 

dx„ 


1 

1 


( 12 ) 


Plc = y>k{T^l T„_i) 

V V* ^ ^en ersten Ableitungen stetig 

und der Rang von (9) ist » — 1 ® 

Em Elment eines solchen Anfangsstreifens ist durch 2»4-1 

^angswerte * z' charaktensiert Wir legen durch dassdbe 

- tischen Differentialgleichungen bestimmen welche für « == 0 in 

' * B wegen ^ + 0 stets dann der FaJl wenn die J?,., diese ist 


= konst 


' PK 


^) 
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^(0), Übergehen. Ein solcher charakteristischer Streifen ist ein 

Integralstreifen, weil sein zu t gehöriges Anfangselement der 'partiellen 
Differentialgleichung f z^^\ p^^^) =0 genügt. Trägt man nämlich 
mf{x,z,p)6ie2n + l den Streifen bestimmenden Funktionen x ^ x[t), 
z ^ z{t),p =p[t) ein und differenziert nach t, so kommt 


2j hk'W 

“ + fz 2PhUj^ — (/«* + /a^fc) = 0 . 

Daher ändert sich / {x, z, p) mit t nicht. Da aber für ^ = 0 das ver¬ 
schwindende f{xQ, Zq, P^ herauskommt, so ist f{x, z,p) =0 für alle t, 
d. h. die in der angegebenen Weise bestimmten charakteristischen 
Streifen sind lauter Integralstreifen. 

Nach den Existenz- und Stetigkeitssätzen über gewöhnliche Diffe¬ 
rentialgleichungen hängen die charakteristischen Streifen für einen ge¬ 
wissen Bereich der Parameter (t, t) stetig und stetig differenzierbar von 
den Parametern ab: 


(13) 


= 9h i) 
Z==^ cp (T, t) 


(Ä 1, . • ., 


2. Aufbau von Integralflächen. Die den charakteristischen Streifen 
angehörigen Elemente {x, z, p) sind somit lauter Integralelemente, 
Erfüllen sie aber auch eine Integralfläche ? Um hier etwas bew’eisen zu 
können, müssen wir erst den Begriff der Integralfläche genau feststellen. 
Wir definieren: Unter einer Integralfläche verstehen wir einen w-dimen- 
sionalen Integralstreifen. Wir wollen nun zeigen, daß die Gleichungen 
(13) eine Integralfläche darstellen. 

Für jede einparametrige Schar aus (13) ist die Streifenbedingung er¬ 
füllt. Für die Schar, die durch Konstanthalten aller r charakterisiert 
ist, sahen wir das eben schon. Für die Schar, welche durch Konstant¬ 
halten von irgend w — 1 anderen der n Parameter r, t erhalten wird, 
ist es noch zu zeigen. Wir haben also zu zeigen, daß z. B. 


gilt. Für 4 0 ist das richtig. Um es allgemein zu bestätigen, setze man 


(15) 


dz 

dxj, 



u 


und differenziere (16) nach t und beachte die charakteristischen Diffe¬ 
rentialgleichungen. Man bekommt so: 


du _ 

dt dtdxjc 
— 

"" dtdxj^ 


' jU di ^ "^^dtdxj, 


dt dTjs 


dtj, 
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oder 





Die drei ersten Glieder der rechten Seite aber ergeben Null da ihr Ver 
schwinden ja nur die schon bekannte Tatsache zum Ausdruck bringt 
daß ein charakteristischer Streifen der ein Integralelement enthalt 
em Integralstreifen ist Da aber « = 0 für ^ = 0 eilt so folgt aus 

dt " u ^ 0 für alle t Damit ist noch immer nicht er 

kannt daß die gefundene n parametrige Schar von Integralelementen 
(13) eme Integralflache ausmacht Hierzu ist vielmehr noch zu zeigen 
daß ^ 


d<pi 


d(pi 

dt 



d<p^ 

dt 

dzi 




dtp„ 

9q>n 

d(Pn 

dt 


3 

1 

M 


ist Wegen (7) folgt dies aber unnuttelbar aus (10/11) län gs f = 0 und 
ist daher aus Stetigkeitsgrunden auch in einer gewissen Umgebung 
von f = 0 nchtig Man kann somit aus den n ersten Gleichungen(13) 
fn— 1 ^ emdeutig ausrechnen und tu z = (p(j! ^) emtragen und be 
kommt so die Darstellung der Flache durch eme emdeutige Funktion 

z = z(x^ 1 x„) 


8 Umtat Der Nachweis daß die gefundene Integralflache die 
emzige zweimal stetig differenzierbare durch die gegebene ist 
ergibt sich daraus daß zwei Integralflachen welche ein Flachenelement 
gemem haben auch den ganzen durch dies Element bestimmten charak 
tensüschen Streifen gemem haben 
Es sei 


(16) (» = 1,2, n) 
irgendem nicht singuläres Element einer Integralflache 

(17) z = z(x^ , x^) 

Ich zeige daß dann der durch. (16) bestimmte charaktenstische Streifen 
der Flache (17) angehort Da für diese (2) gilt so gelten auch die daraus 
durch Differentiation noch x^ x^ sich ergebenden Gleichungen (18) 
längs der IntegralQache 
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Nun betrachte man auf der Integralfläche diejenige Kiirve durch 
den Punkt 2 :^®\*für die 

(19) '^ = fp^ix;z(x);p(x)) 

gilt. Längs dieser Kurve ist dann natürlich durch Differentiation von 
(14) nach t auch 

(“) s-i'#./., 

erfüllt. Beachtet man nun, daß z zweimsl stetig differenzierbar ist, 
daß also 

dpi ^ dpj, 

dXi 

ist, so kann man statt (18) auch schreiben 

n 

( 1 ®') fo>t +^ 

i=il ‘ 

oder wegen (19) 

f% + h'pTc-^^j = ^ 

oder 

( 21 ) 

(19),, (20), (21) aber besagen, daß der durch (21) bestimmte Teüstreifen 
der Integralfläche gerade der durch (16) bestimmte charakteristische 
Streifen ist. Derselbe gehört also jeder zweimal stetig differenzier¬ 
baren Integralfläche an, die das Element (16) enthält. Und daher ist 
durch den Anfangsstreifen (12) eine solche Integralfläche eindeutig be¬ 
stimmt. 


§ 11. Das vollständige Integral im Falle von 
n unabhängigen Veränderlichen. 

1. Überbestimmte Systeme. Wir haben uns vorab, bevor wir zu 
unserer eigentlichen Aufgabe übergehen, mit einem überbestimmten 
Gleichungssystem 

( 1 ) : 




ZU befassen. Hier sollen die cpT^ samt ihren ersten und zweiten Ableitungen 
in einem gewissen Bereiqh B der z eindeutig und stetig sein. Die Inte- 
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grabilitatsbedmgungen 

(1) + + (*-12 ») 

mögen identisch in B erfüllt sein 

Jedem Punkt desselben wird durch (1) em Flaclicnclemc nt zu 
geordnet Daher ist zu erwarten daß durch jeden Punkt [c^ c) 

von B genau eme Integralflache von (1) geht Das laßt sich analog 
wie S 276 ff beweisen Wir gehen folgendermaßen vor 
Zunächst integneren wir 

(2) ^ z) 

unter der Anfangsbedingung 

c für 

Das möge eme Funktion 

(3) ^2 ^i) ß = > 0 ^ c 

liefern Sie ist samt ihren ersten und zweiten Ableitungen in einer ge¬ 
wissen Umgebung von (cj c) stetig So haben wir die Schnitt¬ 
kurve der IntegralElache mit = Cg erhalten Wir schnei 

den nun weiter bei festem % mit x^ = Cg so daß für 

X 2 ^2 

2 = V'i(«i Ca c„ c Cj) 
herauskommt Dazu integneren wir 

9z (^1 ^2 H 

durch eine Funktion 


^ = V>ziXl »2 C3 C Cj Cj) 

WO 


{5 ) rpiixj^ Cg c„ c Ci)=^g(ari Cg c„ c Cj Cg) 

In dieser Weise setzen wir das Verfahren fort Es erreicht seinen Ab 
Schluß durch die Integration von 

*n z) 

durch eine Funktion 


(7) 2 = 

mit der Anfangsbedingung 

Vn-l (% Xg 

= y>niXl ^2 


( 8 ) 


^n, ^ Oo 


C C. 


^n) 






C = v»„(Ci 




C„ Z 
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SO daß hier 

(^) "^(^1 ^ ^1* ^n) “H ^ 

ist m einer gewissen Umgebung von % == Ci z ^ o was 

für später nützlich zu bemerken ist Nun hat man zu zeigen daß die 
durch (7) erklärte Funktion das gesuchte Integral von (1) ist Zunächst 
ist 

C Ci C„) =y)„_i(Ci C„ C Ci C„_i) 

= Vn-ai‘^l C„ C Cj Cn-2) = =y>xipl Cn C '=l)=C 

Die vorgeschriebene Anfangsbedingung ist also erfüllt Weiter ist 
sofort ersichtlich daß (7) der letzten Gleichung (1) genügt Denn diese 
ist mit (6) identisch und aus dieser wurde (7) gewonnen Um zu sehen 
daß (7) auch der vorletzten Gleichung (1) genügt beachten wir daß 
dieser die Funktion c„ c Cj, c„_i) genügt mit 

der (7) für «„ = c„ nach (8) ubereinstunmt Die Differenz 

(% *n Vb) = ^ 

ist also für = c„ Null man differenziere sie nach 


du 

_ aVn 


9<Pn-l 

d<Pn.l 

9yti 


dx 

dx„d}fn- 

1 

d»„ 

dz 

dx„ 



_ , 

d<Pn 

dy>n 

dfn-l 

9<Pn--i 



dXn-i 

dz 

3«b_1 

dx„ 

dz 

dx„ 


H 

^ i 

II 

9<Pn 

dz 


dx„ 

öy„-x 

dz 


= ^M (wegen (1')) 


Da aber u ^ 0 das einzige Integral von 

ist das für verschwindet so ist « ^ 0 und also genügt (7) auch 

der vorletzten Gleichung (I) Analog fuhrt man auch den Nachweis daß 
(7) allen Gleichungen (1) genügt Es g%bt also %n der Tat e^n einziges 
Integral (7) von (1) das für % = <?n Wert z ^ c hat 

Wn[^i ^2 ^ K K ^n) dabe^ samt seinen ersten und 

zweiten Ableitungen nach x-^ X X^ stetig in einer ge-' 

wissen Umgehung des Anfangspunktes (c^ c c^) 

2 Konstruktion eines vollständigen Integrals Wir wenden uns einer 
zweiten Vorbereitung zur Konstruktion eines vollständigen Integrales 
zu Jedes Integral 

(9) /.(% 


^ Pl 


Pn) = 



302 III Partielle Differentialgleicliungen erster Ordnung 

ist nach S 284 ein Integral der linearen partiellen Differentialgleichung 

( 10 ) 


WO 


Au 

= ^ + A ö7 


dXi^ dXi 

gesetzt ist Wir nennen [/ /*] wieder einen Klammerausdruck und 
sagen / imd lagen in Involution wenn [/ /*] — 0 ist 

Ich nehme nun an man hatte n paarweise in Involution hegende 
Integrale 

(11) / = 0 /i = Äi = 

der charakteristischen Gleichungen wo also wenn /o = / gesetzt wud 
[/^ /J = 0 ist für t k = 0 1 l 

Ich nehme weiter an daß für einen gewissen Bereich B von Ele¬ 
menten {x z p) 

d(f h fn^l) 


(12) 4= 0 

d(P^ Pn) 

sei und daß 

(13) / ^(0) ^(0)) = 0 

sei Endhch seien mB die/ /„^imitihren Ableitungen der beiden 

ersten Ordnungen stetig Dann kann man m emer gewissen Umgebung 
U des Elementes die Gleichungen (11) eindeutig nach 

/>i pn auflosen und erhalt 

(^^) /’»~9’»(^i> ^ i) (t = 1 2, n), 

wo die q>^ samt ihren Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in 
emem gewissen Bereich G der Veränderlichen % x^ z 
^n-i stetige Funktionen smd Für diese Gleichungen (14) sind nun du 
Integrabihtatsbedingungen 

(1'« M-1.2 ») 

erfuUt Tragt man namheh (14) in (11) ein so entstehen Identitäten in 
Xi X 2 z Differentiation ergibt 

dfi ^ \ ^fi dpx ^ 


0 = 1 


[dt, 

dh 

(ipx _ 


\öp]. 


\dx^ ~ 

dxxJj 


(i ^ = 0 1 n — 1) 


Also wird 
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D^ch zweimalige Anwendung von (12) folgt hieraus (15). Man kann so¬ 
mit die erste Vorbemerkung auf (14) anwenden. Es gibt also genau ein 
Integral 

( 16 ) . . «J 

von (14). das an einer gegebenen SteUe a:««.den willkürlich 

vorgesc^iebenen Wert z = «„ annimmt. V ist samt seinen Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen eine stetige Funktion von x^, 

in einem gewissen Bereich dieser Variablen und Parameter. 
Wir nennen (16) ein vollständiges Integral von 

/ = 0, 

weil 

^jk= ^ =1,2,...,«) 

eine Parameterdarstellung von / = 0 ist und als solche in einem ge¬ 
wissen Bereich der {x, z, -p) bei passender Wahl der Parameter 
«„ alle Elemente von /=0 darstellt, wofern man j[x,z,p) = px 
— F{x;z;p^,...,p„) annimmt. Man kann nämlich die Gleichungen (17) 
na(± den a^,. . ..a^ eindeutig auflösen und so die partielle Differential¬ 
gleichung / = 0 in der Form 

Pl ~ F(Xx, X^, .... X^', Z] p2, .... p^ 
wieder gewinnen. Dann beweist man die eben ausgesprochene Behaup¬ 
tung wie folgt: Es folgt aus (8')^ von S. 301 und (10) von S. 302. Zu¬ 
nächst folgt nämlich aus (8'), daß der Rang der Matrix 


( 18 ) 


n ist. Anderenfalls gäbe es zu jeder Stelle n nicht sämtlich verschwin¬ 
dende Zahlen.Ij,. . .,A„ derart, daß 


dV 

dv 

da^ 

San 

dVmi 

dVxx 

daj^ 

da„ 



duj^ 



2^ 


dv 


(19) 


^ dtti 

dv« 


= 0 


n 


(Ä—1,....«), 


Wegen (8') ist hier insbesondere mindestens eine der Zahlen .li,.... 


^ Dort ist c durch a„ zu ersetzen. 
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von Null verschieden Weiter aber sind die (11) identisch erfüllt 
wenn man die (17) eintragt Daher ist 


( 20 ) 


/ 4_ y # 

h» dax 


*■=1 


Tt). 


/Ä = 0 1 «—1\ 

\;i=l,2 n / 


wo Cji = 0 wennA + Ä =1 ‘wennA = k 
Man wähle nun k so daß 

Aj 4=0 


ist Für dies k multipliziere man die Gleichungen (20) der Reihe nach 
mit Xx Xn und addiere sie Dann entsteht wegen (19) hnks Null 
aber rechts Afc + 0 

Man zeigt nun weiter auf Grund von (10) S 302 daß gerade 

dV dV 

da^ 


( 21 ) 


dVx2 




+ 0 


3«! 

ist Denn wäre z B 

da-i 

da^ 

SO konnte man die Gleichungen 


dV^ 

9o„ 


aVmi 

dctn 


da„ 


+ 0 


(22) Pi, = y<>^{xi «1 flj 

nach den auflosen und in ;8r == F (% a^) em 

tragen So hatte man / = 0 in der Form ^ — F = 0 zuruckgewonnen 

dV 

Wegen fp + 0 aber ist + 0 Man bekommt aber 


und aus (22) 


dV ^ A dV da, 

dpx ^ dai dpi 
»«1 


n 

2^ 


dV(c/ dat 
da^ dpx 


— ®1Ä 


{k=l n) 


WO 6i;fc = 1 für Ä = 1 eifc =! 0 für Ä > 1 
Daher wird 

dV _ d(V Va:, ) d (V^j^ V^) 

dpi d{a^ a^) d{a^ a^) 

womit (21) bewiesen ist 
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Abschließend werde noch zur Begriffsbestimmung des vollständigen 
Integrales folgendes bemerkt: Wir nennen weiterhin eine Funktion 

Z = V {^jL f • • ^n) 

ein vollständiges Integral für einen gewissen Elementebereich, wenn 
sie in demselben, für a-Werte aus einem gewissen Bereich, der partiellen 
Differentialgleichung 

Pl P% 9 •• *9 Pf^ “ 0 

genügt, und wenn dazu der Rang von (18) in diesem Bereich n ist. 

d V 

Mit werde stets ein Parameter bezeichnet, für den -k— + 0 ist. 

oa^ 

Dann lehren die vorstehenden Betrachtungen, daß es vollständige Inte¬ 
grale für die Umgebung jedes regulären Elementes gibt. Wir haben im 
vorstehenden absichtlich die Theorie etwas anders dargestellt, als auf 
S. 279 ff. Es mag eine nützliche Übung für den Leser sein, die damalig en 
Betrachtungen auf den jetzigen Fall und die jetzigen Betrachtungen 
auf den damaligen Fall zu übertragen. 

3. Integration der Differentialgleichungen der Charakteristiken. Wir 
machen nun Anwendungen auf die Integrationstheorie zunächst der 
partiellen Differentialgleichung / = 0. Wenn ein Anfangsstreifen der¬ 
selben gegeben ist, durch den eine Lösung eindeutig bestimmt ist, 
so ist durch jedes Element derselben auch eine Fläche des vollständigen 
Integrales bestimmt, die die gesuchte Integralfläche längs des charak¬ 
teristischen Streifens berührt, der durch jenes Anfangselement festgelegt 
ist. Macht man dies für alle Elemente des Anfangsstreifens, so erscheint 
die Integralfläche als Enveloppe einer Teilschar des vollständigen Inte¬ 
grales. Um diese Enveloppe zu bestimmen, legen wir noch dar, wie man 
vermittelst des vollständigen Integrales den durch ein Anfangselement 
bestimmten charakteristischen Streifen darstellen kann. Das belegt 
dann wieder zugleich den Nutzen, den die Theorie der partiellen Diffe¬ 
rentialgleichungen für die Integration der Systeme gewöhnlicher Diffe¬ 
rentialgleichungen bietet. 

Aus (17) haben wir nämlich die partielle Differentialgleichung in 
der Form 

darstellen können, indem wir die erste und die « — 1 letzten dieser Glei¬ 
chungen nach den %,..., a„ auflösten und das Ergebnis in die zweite 
Gleichung eintrugen. Diese Form der Differentialgleichung benutzen 
wir jetzt zur Aufstellung und Integration der Differentialgleichungen 
der charakteristischen Streifen. Die erste derselben wird jetzt 
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SO daß wir weiterhin ^ nehmen wollen Dann wird für ä == 2 
3 n 

/oo\ ^_ 

' ' dp^ jLi dai dpi. 

Weiter hat man zu beachten daß die partielle Differentialgleichung 
identisch erfüllt ist wenn man dann (17) emtragt Das gibt die für 
Äi geltende Identität 

— Cf) i>{^ ä )]} = 0 

Alao sind auch für alle x und a die Gleichungen erfüllt die sich hieraus 
durch Differentiation nach den a ergeben Das liefert 


0 = ^— 4-^-^ 

ÖÄ/ ^ dai \dz daf^ dp^ dUj 


dax dVx 


da^ ^ dax \dz da^ dp^ da^ ^ ^ dp daj J 

(; = 1 2 n) 

Dies gilt also namentheh auch längs emes jeden charakteristischen 
Streifens Beachtet man (23) so gilt also längs eines jeden charak 
tenstischen Streifens — für ihn haben ja die ä unveränderliche Werte — 


(24.) 0 = ^ 1 ^_ dax dV 

' ' da, ^ dax dz da^“^ 2 j dx. da, 

A-1 lr«2 

(; = 1 2 n) 

Faßt man dies als em homogenes Imeares Gleichungssystem für 

auf so ist seme Determinante Null Es ist also stets eme der Glc ichungen 

eine Folge der ubngen so daß man sich zur Bestunmnng der auf 

n — 1 passende aus diesen Gleichungen hnear kombinierte beschränken 
darf Wegen (8') ist 

dV 

da^ 

von Null verschieden 

Um nun « — 1 Gleichungen aus den (24) herzustellen welche die zu 
J = n gehörige zur Folge haben müssen wir nur solche w — 1 hneaxo 

Kombmationen derselben bilden m welchen die mit von Null 
verschiedener Determmante emgehen Nun kann man aber jedenfalls 
» — 1 Zahlen b, so bestimmen daß für das Anfangselement des cha 
raktenstischen Streifens die n — 1 Gleichungen 


r dxi. dVxj, 


+ 0 = 12 «-!) 
erfüllt smd Dementsprechend multipliziere man die Gleichung ; = » 
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von (24) mit und füge sie zur y-ten Gleichimg hinzu. So erhält man 
die folgenden n — 1 Gleichungen 


(26) 


0 = 


dVi 


»1 


daf da^ dx-^ Vöay 


dV. 


»1 


+ y. 


dxt, /d V, 




dV, 




aJ 


(j — 2,3, • • • > 1) • 

Hier ist aber die Determinante 


(27) 

Dies lehrt wegen 


dV 

da^ 


da^ 


+ ^ 


dV, 


«Ä 


da^ 


4» 0 


. n-l) 


4* 0 und wegen (26) ein Blick auf (21). Die hj 


werden dabei längs des Streifens unverändert fest gehalten. Zur Be¬ 
stimmung der ^»-Koordinaten der charakteristischen Streifen reichen 
also die (26) völlig aus. Diese aber kann man sofort integrieren. Ihnen 
genügt nämlich die durch die Gleichungen (25) bestimmte Kurve, 
welche zum gleichen Anfangselement wie der betrachtete charakteri¬ 
stische Streifen gehört. Zunächst kann man nämlich in der Umgebung 
dieses Anfangselementes die (26) eindeutig nach , . ., auflösen, 
denn die Funktionaldeterminante hinsichtlich AJg, ist gerade 

(27). Des weiteren lehrt Differentiation nach aJj, daß für die durch 
(26) bestimmte Kurve gerade (26) gilt. Damit ist nun folgendes Ergeb¬ 
nis gewonnen: 

Zu jedem charakteristischen Streifen gehören 2n — 1 Zahlen 


derart, daß sich mit Hilfe eines vollständigen Integrales der charakteri 
stische Streifen in der Umgebung jedes Elementes so dar stellen läßt\ 


Z V{x-^9 •• •» y • • •> ^n) 

j>x = V (^ 1 > • • •> ^n) 


^ *1 * 
oaj ' oa^ 

== 1,2, . .., = 1, 2, .. — 1 ist. 

Die Theorie des vollständigen Integrales hat uns gelehrt, daß man 
durch die Kenntnis von w — 1 Integralen 


■ ■ ■ . ' 

die mit / = 0 und untereinander in Involution liegen, die Integration 

der 2n + 1 Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen auf 
die von n gewöhnlichen Differentialgleichungen 


(14) j^i — ^n^a) 9 

die sich durch Auflösung der 

/ = 0 , fTc ^^ k 9 1 , 2,...,^—1 

nach den pi ergeben, zurückführen kann. 


20* 
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Von besonderer Wichtigkeit ist der Spezialfall daß in / die un 
bekannte Fnnktion z explizite nicht vorkommt sondern daß sie nur 
durch ihre Ableitungen m / eingeht^' In diesem Falle kann man die 
Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen in zwei Gruppen 
zerlegen 

(15) ** = /*.» = {k=l2 n) 

und 

i = l » 

Die ersten 2 n Differentialgleichungen enthalten z nicht können also 
für sich betrachtet werden Wir nennen sie die kanomschen Difft 
rentialgjeichungen Auf sie bezieht sich die Hamilton jACOBische 
Theone Em Hauptergebnis derselben entnehmen wir dem vorhin be¬ 
wiesenen als Spezi alf al l Vermittelst emes vollständigen Integrales 

z = V{xi x„ « 1 , 

von / = 0 lassen sich die Losungen der kanonischen Differential¬ 
gleichungen (16) m der folgenden Weise darstellen 


+ = 0 (Ä=12, ,n—l) 

AK / 

= a„) (A=I2 n 

4 Neue Methode zur Konstruktion emes vollständigen Integrals 
Unsere bishengen Betrachtungen lassen noch die Frage offen welchen 
Vorteil man aus der Kenntnis emiger mit / und untereinander in In 
volution hegenden Integrale ziehen kann Sie enthalten nämlich die 
Antwort auf diese Frage nur für den Fall daß man « solche in In 
voluüon hegende Integrale kennt Früheren Erwägungen kann man 
]a <he Antwort auf diese Frage entnehmen für den Fall daß man n 
solAe m Involution hegende Integrale kennt und unter der Annahmt 
daß man die Gleichungen 


/ = 0 = 


/n-l 


Beschränkung der ^igemeinheit nur diesen Fall zu betrachten 
mohl wofä ® Ui d« , 
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(unter die Integrale verstanden) nach den auflösen kann. Dann 
kann man nach S. 307 durch eine Quadratur ein vollständiges Inte¬ 
gral bestimmen. Wir wollen aber nun die Frage allgemein aufrollen. 
Wir woUen die Methode angeben, auf die die Untersuchungen von Lm 
geführt haben.^ Sie führt zu einer sehr eleganten Antwort auf die Frage, 
welchen Vorteil man aus der Kenntnis einiger in Involution liegenden 
Integrale für die Integration ziehen kann. Wir beschränken uns dabei 
auf den Fall, daß die unbekannte Funktion z in den Gleichungen nicht 
explizite verkommt^; weil sich nur dann ein einfaches abgerundetes 
Resultat ergibt. 

Gegeben seien die in Involution liegenden Integrale 
~ 0 j • • •> fk ^ 

Zunächst kann man nun einen ersten Schritt machen, der genau dem 
entspricht, den wir in dem Falle machten, daß n in Involution liegende 
Integrale gegeben waren. Wir suchen die ä 1 Gleichungen nach 
k + l der Ableitungen aufzulösen. Zu dem Zweck müssen wir noch an¬ 
nehmen, daß die mit den Ableitimgen der beiden ersten Ordnungen 
in einem gewissen Gebiet der x, z, p stetig und eindeutig sind, sowie 
daß die Matrix 


df 

df 

dp,’ 

"" dp„ 

df„ 

dfh 

dp,’ 

dp„ 


den Rang ä -f-1 besitzt. Es ist dann keine Beschränkung der All¬ 
gemeinheit, wenn wir annehmen, daß man die Gleichungen (16) nach 
den ^ 1 ,. . pT^^i auflösen kann. Diese Auflösung möge ergeben 

— =0 

+ l “ 9^Ä + l(^i • • • ^n) ~ 0 • 

In dem Falle, daß n + 1 Integrale bekannt sind, kann man wie 
S. 302 ein gemeinsames Integral aller bestimmen, und dies erweist sich 
als das vollständige Integral. Es ist eben dann allen diesen Gleichungen 
bei festen . .., nur ein einziges Integral gemeinsam. Im Falle, wo 
n Integrale bekannt waren, war ihnen eine einparametrige Schar von 
Integralen gemeinsam. Diese Erfahrungen legen es nahe, nun nach 
einer n — Ä-parametrigen, den Gleichungen (17) gemeinsamen Schar 
von Integralen zu fragen. Nun aber wissen w von S. 302, daß jedes 
den Gleichungen (17) gemeinsame Integral auch den Gleichungen 

1 Vgl. die Fußnote ^ auf S. 308. 
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— 9 ?^ fl — (pi) = 0 genügt^ Im Bestreben diese Klammeraus 
drucke zu bilden werden wir gewahr daß sie identisch verschwinden 
daß also auch die Funktionen — (p^ paarweise in Involution liegen 
Dies wollen wir nun zunächst beweisen Es gilt der Satz 
Wenn die fi Funktionen stetige erste Ableitungen haben 

und in Involution hegen wenn sie hmsichtlich der in einem 

gewissen Bereich eme nicht verschwmdende Funktionaldetermmante bc 
sitzen imd wenn sich durch Auflösung der Gleichungen 




ergibt so hegen auch die p^ — cp^m Involution 

Tragt man die Losungen (19) in die Gleichungen (18) ein so ent 
stehen gewisse Identitäten durch deren Differentiation sich ergibt 


(18) 

1^/4 = nach pj^ 


Pm+1 P») 

(19) 

{Pm = <PA^ Pm+ 1 Pn) 


dH dp dH~ (» = 1 2 fl) 


dFf dFf dtp _ 

“ 


(g = ^ + 1 


n) 


Da aber weiter = und = ist für 

V = 1 so kann man diese Gleichnngen auch so schreiben 

dF,^ y dF, - y„) 
dxx dp^ dxx 


dF, _ y dF, dif, - 
dpi, “ dpv dpx 

Diese gelten nnn beide für A = 1 2 n Denn man sieht leicht 
daß die nur für X = fi \ n abgeleitete zweite auch für die klei 
neren X mit Selbstverstandhchkeit gilt Daraus ergibt sich nun sofort 




^ Man schreibt runde Klammem statt der eckigen im Klammerausdruck 
wenn die unbekannte Funktion nicht explizite vorkommt Es wird also definiert 


n= 


dfx dU\ 
dpi dxj 


wenn z nicht explizite in den steht 
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Schreibt man diese Gleichungen für s = 1,2,.. » auf und beachtet 

das Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante - . so er- 

gibt .ich data». 


2 P(f ^ {Q — 2 ,. •. 


Diese schreibe man wieder iüx k = 1,2,.. .,n auf und schließe dann 
aus dem Nichtverschwinden der genannten Determinante, daß 

iPß Po 9o) = 0 (ß, (T = 1, 2,,. fl). 

Die Unken Seiten der Gleichungen (17) also, die wir oben durch Auf- 
lösung des Invohdionssystemes (16) erhalten haben, liegen selbst in In¬ 
volution, Unser Ziel ist es, ein von n — k Parametern abhängiges ge¬ 
meinsames Integral dieser Gleichungen zu finden. Es liegt nahe, den 
Gleichungen ein Integral abzugewinnen, das für % = ..., 

= 4°|iin 

z = ^k-^1 + ^Ä+2 ^fc+2 H" * • * + 


Übergeht. Dabei sind . .. , die gewünschten Parameter. Wir 
werden das ein vollständiges Integral des Involutionssystems nennen. 
Es liegt nahe, mit der sogenannten MAYERschen Transformation 

= a:»+i=4®-}-i+yiyife+i 

in die Gleichungen hineinzugehen. Dabei gehen die Gleichungen (17) 
in die folgenden über 


J± 

dvi 

dz 

dy, 

dz 


= 9’i + ya?’2 + 

yi<pj>+i=^ic+i- 


■i'yft+iT’fc+i—^i(yi> y*" •••>y*!+i>*«!+8' ••*«)» 


5y»+i 

Setzen wir (t = 1, 2,..., A -f- 1), so kann man sie auch 

schreiben 


(20) 


?i * • • • >y&+i> ^Ä+2> • • • 5^n)> 


[ ^ft + 1 

Wenn es nun tatsächlich ein der angegebenen Anfangsbedingung ge¬ 
nügendes Integral gibt, so muß dies schon durch die erste Gleichung 
bestimmt sein. Denn die Anfangsbedingung lautet jetzt 


(20') z = -I- H-+ «„ x^fäiy, = 0, d.h. für % = 4«. 

Wir werden dies Integral der ersten Gleichung bestimmen und nach- 
weisen, daß es von selbst auch den anderen Gleichungen genügt. 
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Zur Getvinnung dieses Integrals der ersten Gleichung legt mau 
nach S 296 durch die Anfangsmannigfaltigkeit (20') einen Anfangs 
mtegralstreifen Nach S 296 geht das bei unserer Wahl der Anfangs 
mannigfaltigkeit immer So gehören nun zu dem Anfangspunkt 
== ^2 = K Anfangs f Werte Der 

Anfangs r-Wert ist dann + «s+aVs + + «n&n Durch diese 

Anfangswerte für jyi=0 ist eme Losung der zur ersten partiellen 
Differentialgleichung gehongen charaktenstischen Gleichungen 


( 21 ) 


t r 


dz 

'Wi 


bestimmt^ Diese sei 


*+2 




ili + 8 


dpe 


.«) 


^ft+2 

^*+2 


K) 


(g = A + 2, ,«) 


(22) Xg Xg (j/j Vk+i ^*+1 

(23) z = r (y, y, y^^^ 5„) 

(24) p,=i>g{y^y^ y»+ia*+i. ö^+a U 

Dann ist durch (22) (23) unnuttelbar eme Parameterdarstellung der 
durch unsere Anfangsbedmgung festgelegten Integralfläche gegeben 
yi y*+i &&+2 K smd die Parameter Will man z als Funktion 
jonj'i **+2 darstellen so hat man aus (22) die 

dmch die x^^ x„ auszudrucken Das geht weil für yi=0 die 
|2) in Xg =bg ubergehen Daher ist für genügend Meint | v, | die 
F^ionaldeterminante der x^ nach den von NuU verschieden Nun 
ist es lei^ zu venfizieren daß dieses Integral auch den ubngcn par¬ 
tiellen Differentialgleichungen genügt 
Man setze 


^ ^ dz 
dy 

T^ . , 

Dann folgt aus 

— = 0 * 
wenn man die h durch die x y ausdnickt daß 


(^=1,2 ,Ä+ 1), 

~ ^ Hh 2 


d0, 

dyi 


80^ 

dyi 


n 

4 - d0i 80^ d0t\ 

dPe dPedxg)-^ 


^ nach'^Men in diTsten GlÜfj b^ucksichtigt da Ableitungen von 
lanits der Ableitungen 


längs der 

yi durch Q partielle Ableitung nach 

* Bei Änderung der Variablen ;tri ar m v, -v ^ v, . 

Involuüonsbeziehung erhalten ** ^ä+i^*+ 2 bleibt die 
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ist. Längs der Charakteristiken aber folgt daraus 


d0i d0i 


dyi 


dyi 


I 


/d0tdpß 

d 0 i dxQ\ 

S dPe dVx 

dXg dvx ) 


==0. 


A+ 2 

Also wird längs der Charakteristiken 

(26) 1 ^ = ^. 

' dyi dy^ 

Es ist aber, da die l durch die x, y ausgedrückt sind. 


Daher ist nach (25) 






—f~V=_ 

dVxKdyJ dvx' 

Also wird durch Integration nach längs der Charakteristiken: 

Da aber für 3/1 — 0 die Integrationskonstante Null ist, so ist sie über¬ 
haupt Null und wir haben 

dyi 

wie wir beweisen wollten. 

Das gefundene Integral ist ein vollständiges Integral der ersten 
partiellen Differentialgleichungen (20) in einer gewissen Umgebung der 
Anfangsmannigfaltigkeit. Denn für 3 / 1=0 hat die Funktionaldeter¬ 
minante der z, pQ {q + 2, ,, ,,n) hinsichtlich der Uq den Wert Eins. 
Somit kann man die Gleichungen 


(26) . 


z 

^Ä +2 — 


^(yi> 3^2» • * * ’^ä!+2> • • * > > 

dv 




*+2 


^ -iL 


nach den auflösen. Von oben wissen wir bereits, daß auch die Glei¬ 
chungen 


PlC + t ' 


dv 


d^itj^x 

nach auflösbar sind. Denn diese waren ja aus den Gleichungen 

/ = 0 , /i = ^ H durch Auflösung nach den . . .^^+1 ent- 
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standen Diese Werte der kann man in (22) emtragen Daxmt 

hat man das Ergebnis daß man die Gleichungen 

z=V{y^yi %+2 


nach den 



auflosen kann Damit aber erweist sich 


« = Fl (% xJ = V (yi ya, y^+i, , x„) 

nicht nur als Integral der ursprunghchen partiellen Differentialgleichung 
/ = 0 sondern sogar als vollständiges Integral derselben Somit ist 
bewiesen daß dte Kenntnis von k-\-1 in Involution hegenden Inte 
gralen von f — 0 also die Kenntnis der Integrale f — 0 f.^=s a^ 
fje = es erlaubt die Integration von f —0 auf die Integration einer 

einzigen ■partiellen Lhfferentialgleichimg mit n — k unab¬ 

hängigen Variablen zuruckzufuhren Gleichzeitig aber lehrt unsere Be 
trachtung daß die Kenntnis von k in Involution hegenden Inte 
gralen der charakteristischen Gleichungen (7) S 296 namkch der Integrale 
f s= a fl = Ol f]f = ajces erlaubt dies System auf ein nur noch 
2n Ä — 1 Gleichungen umfassendes (21) zuruckzufuhren das wieder 
als System der charakteristischen Gleichungen einer parhellen Diffe 

renhalgleichung = (5^ auftritt 


5 Bemerkung Em gleich abgerundetes Ergebnis laßt sich ni ch t 
erzielen wenn in den Gleichungen (16) das z explizite vorkommt Zwar 
kann man unsere Betrachtungen bis emschheßhch der MAYEEschen 
Transformaüon ohne weiteres auf diesen Fall übertragen Es ist aber 
mcht richtig daß auch jetzt noch em durch die Anfangsbedingung 
(20') festgelegtes Integral der ersten Gleichung (20) auch den übrigen 
genügte So hegen z B die beiden Gleichungen 


— = z + 

dVi ~ 

m Involution Setzt man namlirh 


de 9 

Txl 


Vi = qi—z-p^, 

9i = q»~z -ps, 


so ist sobald ,,, = 0 und ,,,=0 ist Ferner ist z 

~ (yi + *s) dasjemge Integral der ersten Gleichung das für v, = 0 zu 
*s wird Es genügt aber nicht der zweiten 
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Zunächst könnte diese Tatsache paradox erscheinen. Man könnte 
nämlich glauben, daß man wieder ein Involutionssystem erhielte, wenn 
man in der S. 308 angegebenen Weise von den Differentialgleichungen 
(16) zu einem System übergeht, in dem z explizite fehlt. Dies ist aber 
nicht der Fall. Es bleiben dann eben nur die Betrachtungen anwendbar, 
die weiter unten für den Fall eines Systems (16) skizziert sind, das kein 
Involutionssystem ist. So kommt es, daß man in diesem allgemeinen 
Falle der Differentialgleichungen (16) mit explizite vorkommendem z 
einigermaßen befriedigende, d. h. in runden Existenzsätzen gipfelnde 
Aussagen nicht kennt. 

6. Zusätze. Ich schließe der Darstellung noch einige Zusätze an. 
Zunächst enthalten unsere Betrachtungen eine IntegraUonstheorie der 
Systeme 'partieller Differentialgleichungen mit einer unbekannten Funk^^ 
tion. Man kann nämlich die Untersuchung eines beliebigen solchen Sy¬ 
stems von partiellen Differentialgleichungen stets auf die Integration 
eines Involutionssystems zurückführen. Dies geht deshalb, weil doch 
für jedes gemeinsame Integral zweier Gleichungen auch der betreffende 
Klammerausdruck verschwinden muß. Mehr als n voneinander unab¬ 
hängiger solcher Gleichungen können aber für ein Integral nicht be¬ 
stehen, Denn aus n solchen voneinander unabhängigen Gleichungen 
kann man durch Auflösung schon die Ableitungen p eindeutig finden. 
Entweder sind dann für diese die übrigen Gleichungen von selbst er¬ 
füllt, und dann hat man ein Integral oder man kommt zu Widersprüchen, 
die sich auch schon darin äußern können, daß die gefundenen p nicht 
die Ableitungen eines z sind. Dazu ist nämlich nach S. 302 gerade not¬ 
wendig und hinreichend, daß die Klammerausdriicke der zur Auf¬ 
lösung benutzten Gleichungen verschwinden. So schließt man leicht, 
daß man in dem Falle, wo überhaupt gemeinsame Lösungen da sind, 
nach endlich vielen Schritten auf ein Involutionssystem geführt wird. 
Und dies kann man nach den vorstehenden Betrachtungen behandeln. 
Wegen weiterer Einzelheiten muß auf Spezialwerke, wie z. B. Goursat: 
Vorlesungen über die Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung verwiesen werden. 

Eine zweite Bemerkung: Unsere bisherigen Betrachtungen geben 
noch keinen Aufschluß darüber, welchen Vorteil man aus der Kenntnis 
einiger untereinander nicht in Involution liegenden Integrale für die 
Integration ziehen kann. Darüber liegen abschließende Untersuchungen 
von Lie vor, die auch in dem erwähnten Werke von Goursat zur Dar¬ 
stellung gebracht sind. Sie gipfeln darin, daß der Vorteil, den man 
aus ihrer Kenntnis ziehen kann, bestimmt ist durch die Zahl der in In¬ 
volution liegenden Integrale, welche man aus den gegebenen zu hüden 
vermag. Diese Andeutung mag hier genügen. 

Ein aus ä + 1 Gleichungen von n unabhängigen Veränderlichen 
bestehendes Involutionssystem hat nach unseren Überlegungen Ä 
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von n —k Parametern abhangendes Integral gemeinsam Es hat die 
Eigentnmlichkeit daß man die Gleichungen (26) nach diesen n 
Parametern auflosen kann Ehmmiert man nun aus den k + \ Gloi 
chungen des Involutionssystems die k ersten Ableitungen so erhalt 
man eme partielle Differentialgleichung für r als Funktion der w — yfe 
letzten Ableitungen m die % nur als Parameter cingchen Das 
gefundene n —k parametrige gemeinsame Integral genügt auch diese r 
neuen Gleichxmg und zwar ist es nach der Defmition des vollständige, n 
Integrales em vollständiges Integral dieser neuen Gleichung Die hm 
sichthch der x^ gebildeten charaktenstischen Gleichungen dtr 

neuen partiellen Differentialgleichung können daher mit Hilfe dieses 
vollständigen Integrales m bekannter Weise integriert werden 


(27) 


^ = F (% a 


P 


dV 


(ß = Ä + 2 n) 

^n) 


(o* s= ^ -j- 1 


Dabei sind bg, neue willkürliche Konstanten Man gewinnt die Lo¬ 
sungen der charakteristischen Gleichungen als Funktionen von Xjg durch 
Auflösung dieser Gleichungen nach den Xg.^^ x„ z 
Nun aber wissen wir daß uns mit diesem vollständigen Integral der 
neuen parüellen Differentialgleichung zugleich ein vollständiges Integral 
der ursprunghehen gegeben ist wofern wir nur noch die k im Invo 
lutionssystem steckenden Parameter a„ imt hcranziehtn Dit 
Losungen der ursprun^chen chaxaktensüschen Gleichungen gewinnt 
man dann durch Auflösung aus dem nachfolgenden Glcichungssystcm 


(28) 


dag + ® 

Z=V 


P 


dV 

dx„ 


(e = 1 2 n Q^k) 

(% <h> ««) 

(er = 1,2, «) 


In diesen Gleichungen smd die Gleichungen (26) enthalten 

Wut komen den Zusammenhang der hiernach zwischen den charak 
tenstischen Gleichungen der neuen partiellen Differenüalgleichung und 
den charaktensüschen Gleichungen der alten besteht noch deutheher 
hervo^eten lassen Hat man namheh die neuen charaktcristischtn 
G extimgen mtegnert so kennt man hiernach die Auflösungen der 
Qeich^gen (26) Man kennt also die Koordmaten « der 

Chwaktenstiken allerdmgs noch nicht als Funktionen des Poxa- 
naetCTs Xg^g^ allem sondern es gehen noch die k ersten Koordmaten 
Pax^eter ein Diese aber kann man dann als Funktionen des 
PaxametCTs Xg,^g bestunmen ohne noch emmal auf die Gleichungen 
zuruckgehen zu müssen Man kann vielmehr aus den Integralen der 
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neuen chsxslcteinstischen Grleichnngen jedes Integral der neuen par¬ 
tiellen aufbauen Namenthdi also kann man dann auch ihr durch 
die Anfangsbedingung (20') bestimmtes vollständiges Integral an¬ 
geben Dies ist aber gerade das dem ganzen Involutionssystem ge¬ 
meinsame vollständige Integral das also auch der ursprunghchen 
partiellen Differentialgleichung genügt Und zwar ist es ein voll¬ 
ständiges Integral derselben wenn man noch die Parameter 
beachtet von denen es ja auch abhangt Mit anderen Worten also 
kann man aus der Kenntnis irgendemes vollständigen Integrales der 
neuen partiellen erst die Losungen der neuen charakteristischen Diffe- 
rentialgleichimgen aus diesen alsdann em vollständiges Integral der 
alten partiellen und daraus endlich die Losungen der gegebenen charak¬ 
teristischen Gleichungen gewmnen Damit ist also folgende Regel zu 
deren Integration gewonnen Falls man k nni f und wniefeinander 
m Involution hegende unabhängige Integrale kennt so eliminiert man 
aus dem Involutionssystem k der Ableitungen der imbekannten Funktion 
Für die so entstandene neue •partielle Differentialgleichung bilde man das 
System der charakteristischen Gleichungen Auf ihre IntegraMon ist da¬ 
mit bis auf Ehminattonsprozesse die Integration des vorgelegten Systems 
zuruckgefuhrt 

§ 12 Kanonische Transformationen und 
Beruhrungstransformationen 

1 Übergang zu Differentialgleichungen, in denen z fehlt Es ist 
zweckmäßig auf die Sonderstellung der einen Raumkoordinate z und 
damit auf die Darstellung der Integralflächen durch emdeutige Funk¬ 
tionen 

z = z(x^ z„) 

zu verzichten 

Wir denken uns vielmehr die Flächen m beliebiger Lage zum Ko¬ 
ordinatensystem durch Gleichungen 

(1) u{x^ Xi x„ z)=0 

dargestellt lassen es dementsprechend dahingestellt, nach welcher 
Koordmate gerade im einzelnen Punkt die Auflösung möghch ist Es 
ist also nur anzunehmen daß in emem regulären Punkt nicht sämthehe 
ersten Ableitungen von u gleichzeitig verschwinden Aus (1) ergibt sich 
durch Differentiation nach x^. 

(2) 4- ^ = 0 

Setzen wir für den Augenblick 
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und betrachten den Fall 4“ 0 der uns bisher allem interessierte 
so ist 

(3) 

und die Differentialgleichung 

(4) /K 2 = 0 

Wird wie schon S 308 bemerkt wurde zu 

( 6 ) /(». «=. *. -% -|^) = 0 

Dies ist eme Differentialgleichung die nur die unabhängigen Verander 
heben x und die Ableitungen von u enthalt in der aber u selbst nicht 
explizite vorkommt Sie ist außerdem homogen von der nullten Dirnen 
Sion m den Abteilungen Wenn wir uns also weiterhin mit der Theone 
von Differentialgleichungen 

(ß) /K «« Px Pn) = 0 

welche die abhängige Veränderliche nicht explizit enthalten befassen 
so sind dann die Differentialgleidiungen (4) bzw (5) für einen um ems 
kleineren Wert von n enthalten Die unabhängige Variable m (6) wollen 
Wir wieder mit z bezeichnen so daß m (6) 



ist 

Außer dem schon erwähnten Vorzug namheh der Aufhebung der 
Sonderstellung der einen Raumkoordinate sprechen noch emige weitere 
Momente für den m Aussicht genommenen Ansatz Einmal läßt sich 
die nun folgende Theone viel eleganter und emfacher entwickeln als 
bei explizitem Vorkommen der unbekannten Funktion Des weiteren 
bietet sich m den Anwendungen m der Mechanik der Fall (6) unmittd 
bar dar Aus diesen Gründen ziehen wu es vor (6) als den an gpmcipon 
Fall und (4) als den sich daraus für klemeres n ergebenden Spezialfall 
anzusehen statt wie es auch mogheh wäre (6) als Spezialfall von (4) 
für das gleiche n anzusehen 

Ziu Gleidiung (6) gehören gewisse Differenüalgleichungen für die 
charakteristischen Streifen 


(7) 

( 8 ) 


^ = 1L df 

ät dpt* dt ~ 



i = l 


^Pk 


Da z m den Gleichungen (7) nicht vorkommt so können diese Glei- 
Zungen p) von (8) getrennt für sich untersucht werden Wir nennen sie 
Uie zu (6) gehongen kanonischen Gleichungen 
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2, Kanotiische Transformationen. Unsere Aufgabe ist es im fol¬ 
genden, diejenigen Transformationen zu untersuchen, welche die Form 
der kanonischen Gleichimgen ungeändert lassen. Wir nennen sie kmo~ 
nische Transformationen. Es sind Transformationen 


(9) 


1 9 ^ 


mit zweimal stetig differenzierbaren und und mit einer Funk¬ 
tionaldeterminante, die in dem betrachteten Bereich der x und nicht 
verschwindet. Es ist nämlich natürlich, alle unbekannten Funktionen 
der kanonischen Gleichungen (7) ah der Transformation zu beteiligen. 
Durch die Transformation (9), deren Umkehrung durch 



^k — ^k{^X» 


gegeben sei, geht 


., Xn‘, Pi, . . ., PJ 
., X^\ Pj,..P„) 


( 11 ) 

in 

( 12 ) 


• • •> 

P(Zi,...,Z,;Pi,..., PJ 


{k = 1,2,..., w) 


über, und wir verlangen, daß durch die Transformation ( 9 ) die kano¬ 
nischen Gleichungen von / in die vonP übergehen sollen, und zwar 
soll die Transformation (9) erst dann kanonisch heißen, wenn sie dies 
für beliebige Wahl von (11) leistet. / soll immer samt seinen partiellen 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen in dem zu betrachtenden 
Bereiche stetig sein. Wir definieren also: 

Eine Transformation (9) heißt kanonisch, wenn sie die kanonischen 
Gleichungen von f in die von F überführt, wo F durch ( 12 ) erklärt ist, und 
zwar hei beliebiger Wahl von f . 

Wir verzichten also darauf, auch solche Transformationen zu unter¬ 
suchen, die nur für gewisse f das gleiche leisten. Bezeichnet man die in 
den kanonischen Gleichungen vorkommenden Ableitungen nach / durch 
beigesetzte Striche, bezeichnet man ferner die Ableitungen nach x^^ oder 
X^ durch einen unten beigesetzten Index A, und zwar durch den an 
zweiter Stelle stehenden, wenn eine schon mit einem Index versehene 
Funktion zu differenzieren ist, und bezeichnet man endlich die Diffe¬ 
rentiation nach oder P;t durch den unten an erster oder zweiter 
Stelle angefügten Index n + %, so bekommt man 


(13) (Ä= 1.2, 

■P* — + n + xf'!) 

A * 1 
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(14) 


Daher wird 


F'k = + /n + l ^Xh) 

; = i 


(Ä == 1 2 n) 


Fn+h^ 2{tx^X n-^le-\~ fn + X^X n + *) 


X = 1 


(15) 


*“^(^a + /a)®a « + ä 

n 

+ 2^x[<Ph) — » + *) 

A = 1 


+ 2px{<Pk 71 + A + 0X w + /) 
A«1 


( 16 ) 


+ “ ^(^A —/n + A)^AA 

A = 1 

+ -S(^A +/A)Ö^Ajfc 

A*=l 

+ 2j^\{VkX + ^Xk) 

A = 1 

n 

+ «+a —i) 

A = 1 


Sollen nun die kanonischen Gleichungen von / in die von F über 
gehen so müssen m (15) und (16) rechts die an dritter und vierter 
Stelle stehenden Summen stets dann verschwinden wenn (7) gilt, 
d h wenn ^ j. ^' = — gilt Da aber / behebig gewählt 

werden darf so müssen die dritten und vierten Summanden bei behe 
biger Wahl von verschwinden Daher ergibt sich 

Etne Transformahon (9) (10) mit nicht verschwindenderFunhiional 
determinunte ist dann und v/ur dann hcmomsch wenn 


(17) 

ist 


dxi dPk 

dn ^ gyi 

dxx dXk 


d(pi d^i 

dpx dPk 

gV’t _ g<Pi 
dpi ~ dXk 


(A Ä = 1 2 n) 


Auch ergibt sich nach (17) aus (13) und (14) 

Eine Transformation (9) (10) mit nicht verschwindender Determinante 
%st dann und nm dann kanomsch wenn d'ie 


( 18 ) 


— Xi p'i 
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die gleiche Transformation erfahren wie die 


(19) 


dpk' dxk^ 


und zwar hei beliebiger Wahl von f oder, wie wir in üblicher Weise sagen 
wollen, wenn die beiden Größenreihen (18), (19) kogredient transformiert 
werden. 

Wir haben nun gleich auch kontragrediente lineare Transformationen 
zu betrachten. Die unabhängigen Veränderlichen mögen in |&, 

linear transformiert werden (^ = 1, 2, .. ,,n) derart, daß 


( 20 ) 


n n _ 

S “ ,SSk Vk • 

A;«= 1 jfe« 1 


Dann sagen wir, die beiden linearen Transformationen seien kontra- 
gredient. 

Trägt man in (12) für die x und p beliebige zweimal stetig differen¬ 
zierbare Funktionen eines Parameters r ein und differenziert dann (12) 
nach demselben, was durch aufgesetzte Punkte bezeichnet sei, so er¬ 
hält man 


( 21 ) 


n n 

Ä “ 1 


Jc^l 

n 


dpk 

“ JL 

dF ^ , VT 




Nach (20) werden also die 

kontragredient zu den 
(23) 

^ '' dxt’ dpk 

transformiert. Sie werden also nach (18), (19) auch kontragredient 
ZU den 

( 2 ^) Pki — 

transformiert. Daher gilt wegen (20) 


(25) 


i(Pi X, ~ hx'k) = ififk 4 -- h 4) 


für jede kanonische Transformation, Umgekehrt ist aber auch jede Trans^ 
formation, für die {2S) hei beliebiger Wahl der ^^(r), p^^) und hei be¬ 
liebiger Wahl von fyd.h. bei beliebiger Wahl der x*^, x^^^Pk^ pk kano¬ 
nisch. Denn (26) besagt, daß (22) und (24) kontragredient transformiert 
werden. Wegen (21) werden (22) und (23) bei beliebigen / kontragre¬ 
dient transformiert und daher werden (18) und (19) kogredient trans¬ 
formiert. Daher ist die Transformation kanonisch. 

Bieberbach, Difterentialgleichungen. 8. Aufl, 21 v 
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Tragt man in (25) eine einparametrige Schar von Charakteristiken 
von / em setzt also r) r) so daß r der Schar 

Parameter ist und die Xj^ pj^ zweimal stetig differenzierbar sind so 
folgt die Existenz einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion 
0[t t) derart daß 

(26) - p, xj,) = 0' ZiPicX, - Pj,Xt,) = 0 

jfc-i 

ist Denn (25) besagt daß 

n n 

(27) ^ 2 (^i - tk %) 2 

Ä; = 1 jfc = 1 

ist Umgekehrt folgt (27) aus (26) und (27) ist mit (25) gleichbedeutend 
Daher haben wir das Ergebnis 

Etne Transformahon (9) (10) mtt mcht verschwindender Funktional 
determinante ist dann und nur dann kanonisch wenn es für jede Wahl 
der Xjc{r) pj^x) eine Funktion 0 gibt für die (26) gilt 

Hier kann nun aber die Beifügung mit nicht verschwindender 
Funktionaldetermmante weggelassen werden Denn wenn zu Funk 
tionen (10) eine 0 gehört so daß (26) gilt so ist die Funktionaldetermmante 
von Null verschieden wie wir jetzt zeigen wollen 

Zunächst ergibt sich aus (26) auch jetzt wieder (27) und daraus (26) 
Nun wende man (26) unter der Annahme an daß die aufgesetzten 
Punkte Ableitung nach x^ oder px bedeuten Dann wird 


(28) 


n 


P T 



dPk \ 

dxx) 


dPk \ 

dpx) 


Dies sind somit die hiernach eindeutig bestimmten Auflösungen der 
Gleichungen (13) Das Produkt der Determinanten von (13) und (28) ist 
Ems wie man durch Einsetzen von (28) in (13) erkennt Daher ist 
die Funktionaldetermmante von Null verschieden Beachtet man noch 
daß die Detemunante von (28) der von (13) gleich ist, weil sie durch ge 
wisse Vertauschungen und Vorzeichenanderungen aus jener hervorgeht 
so erkennt man daß die Funktionaldetermmante emer kanonischen 
Transformation stets ± 1 ist Dies hatte man auch aus (17) ablesen 
können doch dort nur mit der hier beseitigten Voraussetzung einer nicht 
verschwindenden Funktionaldeterminante 

Man kann auch noch zeigen daß die Funktionaldetermmante stets 
+ 1 ist Man vgl dazu z B Goursat^ 


^ Le^ons sur le probleme de Pfaff S 204 Paris 1922 
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Betrachten wir nun zwei stetig differenzierbare Funktionen 


g (*1, 

• • * » ^n* 

Pif • • 

■>Pn) 

h(x^. 

• • • * 

Pi.-- 

•> Pi^ > 

die durch (10) in 






Pi,.. 

■■.Pn) 

(29) 

0 ■ 

^1.- 


• . » 

p^... 

■ . Pn) 

f-i 

II 




Übergehen mögen. 




Die 

dg 

dg 



dXj, 

dp„ 


werden kontragredient zu 


Pk 



transformiert, und diese, falls sie die Ableitungen der Charakteristiken 
von / = 0 sind, kogredient zu 


Daher ist 


(30) 


df df 

dpjc * • 


A/aG dF 

2j \dx^dP^ 

*«1 


dG dF\ 
dPic dxj 


df ag df\ 

XU \dxj, dpH dpjcdxj,)' 


Wir setzen ähnlich wie S. 310 abkürzend 


ig.f)== X{ 


li-lL 

dx„ dpk 


fc-l 


dg df \ 
dph dx^j 


und können dann für (30) auch schreiben 


(31) (C,i^) = (?,/). 

Das Bestehen von (31) für beliebige ist nun aber auch wieder 
hinreichend dafür, daß die Transformation (9), (10) mit nichtverschwin- 
dender Funktionaldeterminante kanonisch ist. Denn (30) besagt, daß 


(32) 

kontragredient zu 


ag dg 

dxji dpk 

IL 

dXj, 


df 

dpn'^ 


21 * 
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transformiert werden Zieht man die Charakteristiken von / == 0 heran 
so folgt aus (7) daß 

dh dJi 

dpic 

kontragredient zu 

(33) Pi - xi 

transformiert werden Also werden tatsächlich (32) und (33) kogredient 
transformiert Daher ist die Transformation kanonisch 

Setzt man in (30) für g und / die Funktionen y)j ein so erhalt man 

i<Pz <Pic )=0 


(34) 


iWt Vk) = 0 
i<Pt y>k) = 0 




(9^t ) = 1 k=l 2 n) 

Dies smd wieder notwendige Bedingungen dafür daß die (9) eine kano 
nische Transformation darstellen Sie sind aber für Funktionen X P 
mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante auch hmreichend 
Man berechne zum Beweis nach (29) die 


und trage sie m 


dG dG dF dF 

d^j ^ Fjg äFje 

{G F) 


ein und beachte (34) damit findet man wieder (31) 

Nun nehme man an daß es eme zweimal stetig differenzierbarc 
Funktion (p[x p p^) gibt für die nach Emtragung der 

'^) Ptc{^ (26) gilt Dann kann man die (9) noch durch 


(35) 


Z = z — 0 


ergänzen Dann wird 

(36) Z'-I:PiX'„==z 

Daher sind die P^. die Ableitungen von Z nach den Xj^ wenn für p^ 
die Ableitungen von z nach den genommen werden 

Transformationen die der Bedingung (36) genügen rechnet man 
zu den Beruhrungstrmsformahonen weil (36) u a sagt daß jeder 
Streifen m einen Streifen ubergeht 


(37) 


3 Beispiele Ich gebe einige Beispiele von kanonischen Transfor¬ 
mationen an 

— pjc 
Fjc^ — 

defmiert eine solche kanonische Transformation Denn es ist 
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Geometrisch bedeutet diese Trünsforiuütion den Übergang von Punkt- 
zu Ebenenkoordinaten. Man nennt sie auch die EuLERsche Trans¬ 
formation. 

Ein weiteres Beispiel einer kanonischen Transformation ist die fol¬ 
gende von PoiNCAR]^ angegebene; 


Es ist nämlich 

Bedeutet weiter 


Plc = 'ßx„ sin P„ 


(39) Q {x-y, ..x„', , -. •, X„) 

eine beliebige zweimal stetige Funktion der x, X, so wird durch 

'da 


(40) 


'dX( 

P _ 


^ "" d Xi 

eine kanonische Transformation definiert, sofern 


(41) 

ist. Es ist nämlich 

(42) 




(i= 1,2,...,^) 


Freilich ist hier Q anders wie in (26) eine Funktion der z, X, Aber 
man kann wegen (41) die X aus den n ersten Gleichungen (40) durch 
die p, X ausdrücken und in (39) eintragen. 

Um aus (42) auf (40) schließen zu können, müssen die X' von den 
x' unabhängig sein. Diese Bemerkung führt zu einer Erweiterung des 
Ansatzes. 

Man nehme nämlich an, daß zwischen den x, X die folgenden v Re¬ 
lationen 


(43) ß(^1 , • • • f -^1 > • • •» -^n) — ^ — 1 > 2, . . . , v) 

bestehen. Sie mögen voneinander unabhängig sein, d. h. der Rang von 



möge V sein. 

Dann hat man die Relationen 
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Man setze mit zunächst noch unbestimmten Funktionen A/ an 



Diese Gleichungen zusammen mit (43) definieren eine kanonische Trans¬ 
formation stets dann wenn sie überhaupt eine Transformxtion be¬ 
stimmen jedenfalls kann man wegen der Annahme über (44) die A; 
aus der ersten Zeile von (46) erimtteln Dann ergeben die (43) und die 
übrigen ^ Gleichungen der ersten Zeile von (46) iinintr noch 
n Gleichungen für die x Daß eine kanonische Transfoimation vorhtgt 
folgt aus (46) Denn es ist 

^ ß' -iA,ßI -= Q 

weil nach (43) die = 0 sind 

Wenn z B = 1 ist also nur eine Relation (43) besteht so gc he n 
die emem Punkte x angehorigen Elemente in die Elemente X P ubei 
welche der Flache Q-^[x X) =0 angeboren 

Jeder Punkt x geht also kurz gesagt in eine Flache über Beste heu 
z B für drei unabhängige Variable zwei Relationen 

i3l = 0, ß rr-O 

so wird jedem Punkt x eine Kurve X zugeordnet 

Bestehen endlich bei drei unabhängigen Variablen drei Relationen, 
so liegen Punkttransformationen vor 

Man entnimmt dann unserer eben abgeschlossenen Betrichtuiig 
wie man eme Punkttransformation zur kanonischen Transform ition 
erweitert In diesem FaUe sind nämlich durch (43) die X als Funktionc n 
der X gegeben 

Man nehme etwa 


an Dann folgt aus (46) 


““ (^1 


(Ä' - 1 2, n) 





woraus man die DarsteUung der P» durch die ic p ablesen kann Im 
Falle Imearer O erleiden also wie es sem muß die P die 7U den X 
kontragrediente Transformation 
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4. Berührungstransformationen. Die bisher betrachteten kanonischen 
Transformationen fallen als Spezialfall unter den allgemeinen Begriff 
der Berührungstransformation. Darunter versteht man Transformationen 
der z, p in die X, Z, P, die Streifen in Streifen überführen, für die 
also eine nichtverschwindende Funktion 

Q (^1 » • • • > • • * * 


existiert, derart, daß 

(47) = 

güt. Die bisher von uns betrachteten Transformationen sind vor allem 
dadurch ausgezeichnet, daß ixx den Transformationsformeln 


(48) X^ == (pT,{x^y .. p^, .. [k = 1, 2 ,..., n) 

-Py j. (^1 > • • •» > • • ■» ^n) 


die cpTc von z unabhängig sind. Dann ist aber notwendig 

Q konst. 


Bezieht man nämlich in 
nach z, so folgt 

(49) 


(47) die Striche auf eine Differentiation 


dZ 


d <p 
dz 


Bezieht man die Striche auf eine Differentiation nach px, so erhält man 
rechts Null und daher lehrt (47), daß 


(“) 

Differenziert man (60) nach z und beachtet, daß die rechte Seite 
von z unabhängig ist, so bekommt man 

^ (^JL\ — 0 

dpx’^dpx\dz) du \dPxJ 

und daher ist g von px unabhängig. 

Bezieht man die Striche in (47) auf eine Differentiation nach, Xx, 
so folgt 

(61) = 

Differenziert man (61) nach so koriimt rechts nach dem eben 
Bewiesenen — q heraus; links kann man ^-^i^-^^aus (60) durch Diffe¬ 
rentiation nach Xx ausdrücken. Daher läßt sich q allein durch die 
und die y*. und ihre Ableitungen ausdrücken, hängt also von z nicht ab. 
Differenziert man nun (61) nach z, so erhält man 

d fd<p 
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oder es ist auch 

-iL (^\ == 0 

\dz j 

Also hangt q auch von xj, nicht ab Daher ist q konstant 
Wir sehen aber auch aus (52) daß 

dq> 

von z unabhängig ist Daher ist 

(63) Z = + -Px Pn) 

Die Konstanz von q ermöglicht es die eben betrachteten Beruhrungs- 
transfonnationen auf die kanonischen zu reduzieren Setzt man nämlich 

^k — 6 Pie 

QZ 

SO Wird nach (47) tmd (53) 

= f + ^(li, S„ ?ti ,Jr„) 

Also 

Auch die allgemeinsten durch (47) (48) definierten Beruhrungs 
transforiiiationen kann man auf die kanonischen Transformationen 
reduzieren wenn man die Zahl der ^ und ^ um je eme vermehrt 
Man setze nämlich 

^ yo ^ Yo ^ y. 

Dann wird (47) (48) zu 


Y^X',+ Y,X,+ 

+ YnX„=y^XQ -f- 


Xü = <p (xj 

1 

1 

>? 

-) 


^0 

yj 

Xk = 9’k(xi 

— 

-) 

\ 


yJ 

II 

lo^ 



9 



Yie = — V)b(% 

" T. 

-f)^ (^ = 1 

VtxJo ' 


Man kann daher die Theorie der allgemeinen Beruhrungstrans 
formationen aus der Theorie der kanomschen Transformationen ent 
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nehmen statt sie direkt m Analogie zu der der kanonischen Transfor¬ 
mationen herzuleiten 

Der eben betrachtete Übergang entspricht durchaus dem zu Begmn 
dieses Paragraphen an Hand der partiellen Differentialgleichungen 
dargelegten 

Durch diesen Ansatz findet man daß bei einer Beruhrungstrans 
formation die 

kogredient zu 

df df 

dp^ 

und kontragredient zu 

df dt 

d Xtff d P'y 

transformiert werden daß also die charakteristischen Gleichungen von 


F{X, Z P,) = 0 

in die von 

/(% ^ Pi)^P{^k 9^ Vfc) = 0 


ubergehen sowie daß 

[g /] = ^>[G P] 
ist 


5 Gruppen von kanonischen Transformationen Zu einer Differen¬ 
tialgleichung (6) gehört ein System kanonischer Differentialgleichungen 


(54) 


dxj, _ df dpjc _ _ 

dt dpjc dt dxj, 


{k^l, n) 


Für einen gewissen Bereich der x p gilt der Existenzsatz für Systeme 
von Differentialgleichungen wenn man annimmt daß / mit seinen Ab 
leitungen der drei ersten Ordnungen stetig ist Schreibt man daher für 
== 0 die Werte Pfc der p^ vor so werden 


(55) 


-^l» 9 Pi ^n) 

p!c^Ph^9^l9 >^n9pl9 9 Pn) 


Die Gleichungen (55) definieren dann für jedes genügend kleine f 
kanonische Transformationen die nach S 56 eine Gruppe bilden 
Für ^ = 0 kommt die identische Transformation heraus Die 0^ 
sind nämlich nach unserer Annahme über / samt den Ableitungen der 
beiden ersten Ordnungen stetig Man denke sich für die Pjc irgend¬ 
welche zweimal stetige differenzierbare Funktionen von r eingesetzt 
So werden die pjc Funktionen von t und r Bedeuten wieder 
Punkte Ableitung nach r Striche Ableitung nach t so gilt 


n 

■JiZ {PkXi: — pkXK) = 0 
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Denn es ist 


« n 

dt ^ ~ ~ "di 2 (p't- 


M. i 

i" ^ 


dt \dr) dx ^ 

weil / längs den Charakteristiken (ö5) konstant ist 

Bezeichnet man die Werte der Zj. Xj^ usw an zwei beliebigen 
t Stellen mit Xj^ usw und Zj, usw so ist 

E {fl. x^ - x^) = i- (P^ Zi, - Pi Z,) 

Ar = l Ä? = l 

Die Transformation ist also kanonisch 

6 Vollständige Integrale Kanomsche Transformationen sind auch 
eng mit dem vollständigen Integral von (6) verknüpft Sei 

z^V{x^x, Z, ZJ 

ein solches so daß 


X dv , 

d :v^ > ^n) 


~7r„ (^1 


Xn -^11 ^„) 


nach den Z^ Z„ auflösbar ist Dann ist (56) zusammen mit 

~ -^l» ^n) 

eine kanonische Transformation Denn es ist 


EP,x,-j;p^x, = V 

Da aber die Gleichung (6) durch (56) identisch in den a; P befriedigt 
wird so wird die Transformierte von / d i P = 0 Und vonP sind die 
transformierten kanonischen Gleichungen zu bdden Man erhalt nam 
lieh F aus / mdem man in dieses (66) emtragt und dann noch die aus 

(57) errechneten x emsetzt Die neuen kanonischen Gleichungen werden 
daher 


Z; = «fc P; = 6* (Ä = 1 2 ,n) 

wo bl, Konstanten sind werden die Losungen der neuen kanonischen 
Gleichungen Man erhalt daher die Losungen der alten kanonischen 
Gleichungen indem man in (66) (67) die X, P„ als Integrationskon 
stanten ansieht Wir haben bei dieser Überlegung den Begiiff des voll 
ständigen Integrals etwas anders gefaßt als auf S 303 indem wir jetzt 
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annahmen daß maji (56) nach den Xj, auflosen könne Dies wird bei 
der früheren Definition des vollständigen Integrals nicht stets der Fall 
sein Dann geben (56) (67) auch keine kanonische Transformation 

Man kann mit Hilfe der Theorie der Beruhrungstransformationen 
auch das S 307 gewonnene Ergebnis über die Integration der charakte¬ 
ristischen Differentialgleichungen mit Hilfe eines vollständigen Integrals 
wiederfmden Ich begnüge mich mit der folgenden kurzen Andeutung 

(58) z=F(%, Xn Pi P„) 
sei ein vollständiges Integral von 

/ (^1 ^ 'Pi Pni ~ ® 

Es soll also möglich sein die Gleichungen (58) und 

( 59 ) = = £ 

für die / = 0 genügenden x z •p aus einem gewissen Bereich nach 
den p aufzulosen Für n der m -t- 1 Gleichungen (68) (59) sei die zu 
gehörige Funktionaldeterminante von Null verschieden Die Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen seien für V stetig Wir setzen 

(60) Xi — , x„ — Qp^ 

(61) 0 = XiPi-f -fX„P„ 

(62) Z = z — V-\-0 

Dann ist durch (69) (60) (62) eine Beruhrungstransformation erklärt Die 
transformierte Differentialgleichung gewinnt man durch Elimination von 
p-y, pn aus (68) (60) und (62) 

Dieselbe wird 

(63) Z = ZiPi+ 4-Z„P„ 

also eine CLAiRAUXsche Differentialgleichung Die transformierten cha 
rakteristischen Differentialgleichungen werden daher 

Z'^ -z 

P( == 0 (t = 1 2, n) 

Also werden die Charakteristiken 

Zj, fMj. Z„ — 0 (Ä = 1, n 1) 

(64) * ■2' -j- fK Zj — 0 

Pi = «< (» = 1. 2, n) 

wo die «i ntjc und m wiUkurlicheKonstanten sind Für die Integral- 
streifen hefert (63) insbesondere 

(66) m — — «1 -1- «a "I“ 
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Daher werden die Losungen der ursprünglichen zu f{x y z p q) =^0 
gehongen charakteristischen Differentialgleichungen gegeben durch (ö9) 
und durch 


( 66 ) 


z-V{x, 


dV , dv . 
««) + ^ 


k = 1 
, , 


n — 1) 
dl\ ^ 


Insbesondere werden also die charaMeristischen Integ;ralstre%fen ge 
geben durch 


(67) 


dV . dF - 
z—V{x^ x„ 


ik=l 


1 ) 


«„) =0 




dV(x a) 

dXi 


1 2 n) 


Bemerkung Ein Leser der sich über die hier besprochenen Dinge aus der 
Hamilton jACOBischen Theorie noch weiter informieren will sei auch auf das Buch 
von Whittaker Analytische Dynamik aus dieser Sammlung verwiesen In der 
Dynamik liegt auch das Hauptanwendungsgebiet der kanonischen Transforma 
tionen vor Es sind dort praktische Zwecke der Umformung der Integritions 
Probleme die die kanonischen Transformationen als sehr nützlich erscheinen 
lassen Für Fragen mehr prinzipieller Erkenntnis wird davon nur em bescheidener 
Gebrauch gemacht 


§ 13 Systeme gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten 

1 Rechnen mit Differentialausdrucken Differentialgleichungen n ter 
Ordnung Die Theorie solcher Systeme ist ganz unabhängig von den übrigen 
Erörterungen dieses Kapitels über Systeme von Differentialgleichungen 
Es handelt sich wesentlich um eine Verallgemeinerung des Ansatzes 
den wir auch bei den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten auf S 153 ff verwendeten Camille 
Jordan hat m Erweiterung jenes Ansatzes das folgende elegante Ver 
fahren ersonnen Es sei zunächst eine emzelne Imeare Differential 
gleichung w ter Ordnung für die unbekannte Funktion z vorgelegt 

^ = 0 

wo ÄQ Konstanten sind Für die Methode ist ein ausgiebiges 

Rechnen mit Differentialausdracken charakteristisch Wir bezeichnen 
mit 

Dz 

den auf der hnken Seite von (1) stehenden Differentialausdruck Wir 
nennen Dz das (symbolische) Produkt von 

(1 ) D = «0 ^ 
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und z Analog erklären wir das (symbolische) Produkt 

D Dl 
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wo 




+ 


ein zweiter Differentialausdruck ist durch formales Ausmultiphzieren 
Unter der charakteristischen Gleichung von (1) verstehen wir die Glei¬ 
chung 

(2) + 4-Än = ö 

Ihrer Zerlegung 

^oie — eiY (e —e»)‘’' = o 

in Linearfaktoren entspricht die Zerlegung ^ 

'd 


«0 




von (1) Die soUen hier voneinander verschieden sein Daher hat 
(1) als Losungen auch die Losungen der Differentialgleichungen 

d_ 

\dt 
d 


Denn die Reihenfolge der Faktoren in der Zerlegung ist gleich¬ 
gültig und wenn 

ist, so fuhren auch alle darauf angewendeten homogenen Differential- 
prozesse zu Null Um aber 

(3) (£-4'*" = ® 

zu integrieren mache man den Ansatz 
Dann wird 


z = e®*" y 




Also 




Daher muß y ein Polynom von höchstens — 1 tem Grad s^ das 
also jUj, Parameter enthalt Nennen wir die allgememste so gefundene 
Lösung von (3) z» so wird 
(4) z = Zt + + 
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eine Losung von (1) die 

Ä + + + A*, = ^ 

Parameter enthalt Sie ist die allgemeinstt Losung von (1) Um das 
einzusehen bemerke ich zunächst daB eine jede Losung durch ihren 
Wert bei ^ = 0 und den Wert ihrer n - I ersten Ableitungen m dieser 
SteUe bestimmt ist Die Gesamtheit der Losungen bedeckt also diesen 
2«dimensionalen Bereich vollständig Ich werde weiter /eigen daß 
zwei Losungen (4) welche siedi m ihren Parametern unterscheiden 
auch verschieden smd Daraus folgt daß die Imearen (xleichungen 
durch die die Anfangswerte der Losung und ihrer » — 1 ‘ ^sten Ab 
leitungen dargesteUt werden eine von Null verschiedene Determinintc 
besitzen und daß man daher durch passende Wahl der I irimeter 

lede Loeung herstellen kann 

Es bleibt also zu zeigen daß in der Form (4) die Null nicht c ir 
gestellt werden kann Ware aber 

+ 4 sr 0 

so betrachte man den Differentialausdruck 
Dann ist 

( 5 ) DiZ = = 0 

well 2 = 0 sem soll Man betrachte ferner 

’ d 


D. 




Es ist 

( 6 ) = 0 

Nun ersetze man ^ durch eme Variable q dann sind du Polynome Dj 
und Dg tellerfremd und es gibt daher zwei andere Polynomi P und Q 
derart daß 

(7) == 1 

ist Man ersetze wieder q durch ^, dann sind P und Q zm i Diff( itxitial 
ausdrucke für die (7) gilt Daher ist 

Nach (5) und (6) aber wäre 

(PD, + (?D,K=.0 

Daher ist % = 0 und daher smd in dem in z^ vorkommenden Polynom 
alle Koeffizienten Null 
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2. Systeme. Nun betrachten wir ein beliebiges System linearer Dif¬ 
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten 

-^11% + -^12^2 -!-•••+ ^ 

(8) ■£'21^1 ”1“ -^22^2 -f- “ * ' ^2n^n ” ^ 

■^nl -^2 ”1“ ■^n2^2 -j- • • • -f- L^n^n ~ ^ * 

Hier sollen lineare Differentialausdrücke von der durch (1') er¬ 
klärten Art sein und x^ sind die gesuchten Funktionen von^. 

Es sei 

und d der größte gemeinschaftliche Teiler aller Lij. Dann multiplizieren 
wir die Gleichungen (8) der Reihe nach mit 

(^ = 1. 

und addieren sie. Dann findet man 

(9) = 0 (Ä = l,2,...,w). 

Daher ist jedes Xj^ notwendig Lösung der einen Differentialgleichung 

(9) . Diese haben wir vorab zu integrieren gelernt. Es mögen wieder 
... ßy die Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichung sein und fji,^ 

die Vielfachheit von . Dann gibt es Polynome PJ?^ vom Grade 
so daß 

(10) Xj, = PW^e»« + .-•• + PW^ör« (A = 1,...,«), 

Die Koeffizienten der P2®^ sind noch nicht ganz willkürlich, sondern 
noch an die Bedingung geknüpft, daß bei Einsetzen von (10) die Glei¬ 
chungen (8) erfüllt werden. Aber unsere Betrachtung lehrt, daß man 
stets alle Lösungen in der Form (10) darstellen kann. 

8. Kanonischer Fall. Ein wichtiger Spezialfall ist durch die Glei¬ 
chungen 

(11) ^ + • ' ’ + (Ä == 1, 2, * , ., «) 

gegeben. Hier ist 

LiTc^’-^iTc (i + Ä) 


L U/ 

kk — Jl — • 

3 = 1 


«11- 

d 

di' 

^12 > • 





««a.- 

• ^nn 

d 

dt 
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Bilden insbesondere die eine symmetrische Matrix 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


so sind alle 


( 12 ) 




^in 






= 0 


reeh und für eine Wurzel Qj, der Vielfachheit wird dei Rang der 
Matrix auf der hnken Seite von (12) w - wie aus der Hauptachsen 
transformation der analytischen Geometrie geläufig ist^ Tragt man 
daher die Ausdrucke (10) in die Gleichungen (11) ein so erkennt m in 
daß alle Polynome Konstanten sein müssen Man mache n imlich 
in (11) den Ansatz 




(/ = 1 2 n) 


wo die Konstanten smd Dies fuhrt auf die linearen Gleichungen 


(fill "b ^12-^21 




^nl'^^l "b ^n2-^2 "H (^nn Q) Am 0 

Da dies lineare Gleichungssystem den Rang n — hat btsit/t sein 

Losungssystem den Rang hangt also von fx^ linear unabhängigen 
Parametern ab Durch Addition der zu den einzelnen ^ so gthörigen 
Losungen erhalt man eine n parametrige Schar von Losungen von (11) 
Die die emzelne Losung bestimmenden Anfangswerte hangen wieder 
hnear von den Parametern ab Jedes emzelne genügt der Cxkichung 

und wie oben erkennt man, daß eme solche Losung 

nur verschwmden kann wenn alle A^ verschwinden Daher ist die 
Determinante jenes linearen Gleichungssystems von Null verschieden 
und man kann die so wählen daß die die Losung bestimmenden 
Anfangswerte behebig gegebenen Werten gleich werden 

Waren also die Koeffizienten der nicht notwendig Konstanten 
so mußte man gegen die uns bekannten Tatsachen einzelne I osungen 
auf mehrere verschiedene Weisen darstellen können 


1 Vgl Bieberbach Analytische Geometrie S 991f Leipzig B G Ieubneh 
1929 oder Bieberbach Bauer Vorlesungen über Algebra S 96 I c 
B G Teubner 1928 



Vierter Abschnitt. 

Partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

I. Kapitel. 

Allgemeines. 


§ 1. Existenzsate. 

1. Streifen, Unsere Ergebnisse im Gebiete der partiellen Diffe¬ 
rentialgleichungen erster Ordnung legen es nabe, zunächst einmal den 
Versuch eines ähnlichen Vorgehens zu wagen. Wir wollen also auch 
jetzt durch Anfangsstreifen Lösungsflächen hindurchlegen. Ich setze 
dabei voraus, daß die Funktion 


y,z,p, q, r, 5, t), 

durch deren Nullsetzen die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

, X T-f dz dz d^z d^z \ _ ^ 

( 1 ) ^y^*y*^*dx* dy* dx^* dxdy* dy^J 


entsteht, eine eindeutige analytische^ Funktion ihrer Argumente in 
einem gewissen für dieselben zugrunde gelegten Bereich sei. Zur Ab¬ 
kürzung werden wir häufig setzen 




d^ 

dx^^ 


s 


d^z ^ _ d^z 
dxdy* dy^* 


Unter einem Streifen verstehen wir fünf analjrtische Funktionen 


(2) X = x[u), y == y{u), z =» z[^), p = p{u), q^ q{u), 

die für einen gewissen Bereich des Parameters u eindeutig und regulär 
analytisch sind, und die noch der Streifenbedingung 

( 3 ) s^^pxf + qy 

genügen. Bei Gleichungen erster Ordnung ergab sich die Möglichkeit, 
im allgemeinen durch eine gegebene Kurve einen Integralstreifen hin¬ 
durchzulegen. Die partielle Differentialgleichung und die Streifen¬ 
bedingung ergaben nämlich zwei Gleichungen, aus welchen man im 


1 Über nichtanalytische Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist ver* 
hältnismäßig wenig bekannt. 

Bibberbach, Dlffereatialgleichungea. S.Aufl. 
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allgemeiiien zwei der fünf Funktionen z B p und q durch die drei 
anderen ausdrucken kann Hier bei den Gleichungen zweiter Ordnung 
entfallt diese Moghchkeit wegen des Auftretens der zweiten Ableitungen 
r s t Daher erweitern wir unsere Begriffsbildung durch Einführung 
von Streifen zweiter Ordnung und nennen zur Unterscheidung die bishei 
schlechthin Streifen genannten Gebilde (2) Streifen erster Ordnung 
Unter einem Streifen zweiter Ordnung verstehen wir nun acht in einem 
gewissen Bereich des Parameters u eindeutige reguläre analytische 
Funktionen 


X=x{u) y = y («) 2 = z{u) p = p{u)' q = q{u) 

r = r(u) s — s{u) f = t{u) 

die noch, gewissen Streifenbedingungen genügen müssen Eine solche 
ist zunächst einmal die für die fünf ersten Funktionen bestehende 
Gleichung (3) die auch jetzt wieder erfüllt sem soll Dazu kommen aber 
noch zwei weitere die aus der gleichen Quelle fließen Wir finden 
sie wenn wir uns vorstellen daß der durch die fünf ersten Funktionen 
bestimmte Streifen erster Ordnung einer Flache angehort deren zweite 
Ableitungen r s t sind Dann muß längs des Streifens 

\q = sx + 


sein und das sind die beiden neuen Streifenbedingungen 

Nunmehr wollen wir versuchen durch einen Streifen erster Ordnung 
eine Integralflache zu legen Wir werden damit beginnen erst einmal 
einen Integralstreifen zweiter Ordnung hindurchzulegen Es gilt jetzt 
drei Funktionen 

r {u) s {u) t [u) 


aus den drei Gleichungen (1) und (5) zu gewinnen Bei der Frage nach 
der Möglichkeit die drei Gleichungen aufzulosen spielt ihre Funktional 
determmante eine Rolle Ich setze zur Abkürzung 




r = 


dt 


Dann ist diese Funktionaldeterminante 


( 6 ) 


X y 
0 X 
R S 


0 

y 

T 


^Ry^i — Sx y -i-Tx^ 


Setzt man nun voraus daß man em erstes Element zweiter Ordnung 

^0 ~ ^ (^o) (Wo) 

hat das den drei Gleichungen genügt und für das die Determinante (6) 
nicht verschwmdet so kann man nach einem bekannten Satz über 
implizite Funktionen für einen gewissen Bereich \u —Uq \ <6 die 
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Auflösung bewerkstelligen und für diesen Parameterbereich einen Inte¬ 
gralstreifen zweiter Ordnung bestimmen. Man sieht, wie hier diejenigen 
Integralstreifen zweiter Ordnung eine gewisse Ausnahmerolle spielen 
werden, für die die Gleichung 

(7) R/^--Sx'y' + Tx'^==0 

besteht. Diese wollen wir charakteristische Streifen zweiter Ordnung 
nennen. 

2. Integralflächen, Es wäre nun weiter zu zeigen, daß durch einen 
nichtcharakteristischen Streifen zweiter Ordnung genau eine Integral- 
fläche hindurchgeht. Um aber bei diesem Nachweis unangenehmer 
Rechnerei auszuweichen, will ich durch eine gewisse Transformation zu 
einem einfacheren Fall übergehen. Zunächst will ich die Trägerkurve 
des nicht charakteristischen Streifens in die Achse überführen. Zu dem 
Zwecke führe ich statt x den Parameter u als eine unabhängige Ver¬ 
änderliche I ein und setze außerdem t) = 3 /— 3 ;(w), i=^z—z[u). 
Dies setzt voraus, daß man x ^ x{u) nach u auflösen kann, d. h. daß 
die Ableitung {u) nicht verschwindet. Durch diese Transformation 
geht unser Streifen in einen neuen Streifen über. Er erstreckt sich 
längs eines Stückes der Achse. Soll er kein charakteristischer Streifen 
sein, so darf jene Determinante ( 6 ) nicht verschwinden. Da aber jetzt 
längs des Streifens t)' = 0 ist, so darf jetzt T nicht verschwinden. Da¬ 
her kann man in der Umgebung des gegebenen Streifens die partielle 
Differentialgleichung nach t auflösen. Wir dürfen daher die weitere 
Betrachtung an eine Differentialgleichung der Gestalt 

( 8 ) t = f[x,y,z,p,q,r,s) 

anknüpfen. Hier ist f{x, y, z, p, q, r, s) eine eindeutige analytische 
Funktion in einem gewissen Bereich ihrer Argumente; gegeben ist 
ein längs einer Strecke der Ä;-Achse erstreckter Streifen erster Ord¬ 
nung, Durch ihn geht, wie wir schon wissen, gerade ein Streifen zweiter 
Ordnung. Es soll gezeigt werden, daß durch diesen genau eine Inte¬ 
gralfläche geht. Dieser Nachweis. kann jetzt ohne sonderliche rech¬ 
nerische Schwierigkeit erbracht werden. Es handelt sich darum, eine 
Lösung z{x,y) von ( 8 ) zu finden, für die z[x,Qi) = 0 , p[x 0) 
q[x,i^) = 5 (ä;) gegeben ist. Durch eine weitere Transformation kann 
man die Aufgabe erneut ein wenig vereinfachen. Ich setze nämlich an 

z-yq{,x). 

Dann, wird 

r^ = r — yq", s^^s-q'. h = i. 

Die Differeiitiidgleichung geht dadurch in eine neue derselben Art über. 

^ Dies folgt daraus, daß jedes Element des Streifens durch die Achse, geht. 

22 * 
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Die Aufgabe lautet jetzt Es ist ein Integral von (8) zu bestimmen 
so daß 

(9) z[y 0) = 0 ^[x 0) = 0 q{x 0) = 0 

ist Diese Aufgabe kann nun leicht durch Potenzreihenentwicklung 
gelost werden Es ist keine Beschränkung der Allgemeinheit anzu 
nehmen daß das Intervall der a: Achse m dem der Streifen gegeben 
ist den Punkt * = 0 enthalt Dann ist die Aufgabe die das gesuchte 
Integral nach Potenzen von x und y zu entwickeln Für die zweiten 
Ableitungen erhalt man zunächst die drei Gleichungen 

t = f{xyzpqrs) 
p =rx + sy 
q = sx ty 

wie sie ]a für emen Streifen zweiter Ordnung gelten müssen Tragt 
man hier die Bestimmungsstucke des Streifens erster Ordnung bei 
ä: = 0 y = 0 ein so werden diese Gleichungen 

# = /(O 0 0 0 0 r s) 

0 =y 
0 = s 

und man entnimmt ihnen y = 0s = 0i = /{0 0000 00) 
Man sieht ohne weiteres ein daß die Ableitungen und für 

fl > 2 in X = y — 0 alle verschwmden denn sie können durch Diffe 
rentiation von z{x 0) und von q{x 0) nach x erhalten werden Da aber 
beide zu differenzierende Funktionen identisch in a; verschwinden so 
sind diese Ableitungen auch Null Die noch zu berechnenden Ablei 
tungen enthalten also alle eme mmdestens zweimahge Differentiation 
nach y Somit können sie durch Differentiation von t erhalten werden 

In 

t = f{xyzpqrs) 

stehen aber rechts nur Ableitungen, die eine höchstens emmahge Dif 
ferentiation nach y enthalten Differenziert man also i z B n mal 
nach X so laßt sich diese Ableitung durch andere ausdrucken die 
eine höchstens emmahge Differentiation nach y enthalten Diese smd 
aber wie schon festgestellt bei :»: = y = 0 alle Null Somit sind auch 
alle Ableitungen bekannt in welchen eme höchstens zweimalige Dif 
ferentiation nach y vorkommt Differenziert man aber t n mal n a c h 
X und »M-mal nach y so erschemt diese Ableitung ausgedruckt durch 
andere m welchen eine höchstens [m — 1) mahge Differentiation na c h 
y vorkommt Somit kann man auch diese Ableitungen rekurrent aus 
rechnen Somit smd bei x = y = 0 alle Ableitungen des gesuchten 
Integrals emdeutig bestimmt und es fehlt nun nur noch der Nach¬ 
weis daß die so für die Integralflache gefundene Potenzreihe kon 
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vergiert Dieser Nachweis wird mit Hüfe der von Cauchy erfundenen 
Majorantenmethode geführt Diese Methode knüpft daran an daß sich 
nach der eben angestellten Überlegung die höheren Ableitungen linear 
aus gewissen niedrigeren ausdrucken lassen mit gewissen Koeffizienten 
welche weiter nichts sind als Multipla der Werte von f{x y z p q r s) 
und seiner Ableitungen an der Stelle x—y = z = p—q = r = s= 0 
Wir ziehen daher zum Vergleich eme andere partielle Differential 
gleichung heran deren Funktion f{x y z p q r s) bei x = y = Q 
lauter größere Ableitungen hat Dann hat die nach dem gleichen Ver 
fahren für ihre den gleichen Anfangsbedingungen genügende Losung 
zu findende Potenzreihe sicher größere Koeffizienten Können wir nun 
aber irgendwie die Konvergenz dieser neuen Reihe m emem gewissen 
Bereich der x und y feststellen so folgt daraus auch die Konvergenz 
derjenigen Reihe welche der ersten Differentialgleichung genügt Um 
eine geeignete derartige Majorante angeben zu können nehme ich 
an j(x y z p q r s) sei t\3x \ x\< Q 1 < p I s I <6 regulär^ 
und der Betrag von / läge in diesem Bereiche unter M Dann lehrt der 
CAUCHYsche Koeffizientensatz der Funktionentheorie daß bei x = y =0 

Vjl dxvidy ds ^ 

ist Die entsprechenden Ableitungen von 

V =__ 

(l-^)(l-y) (l~s) 

sind nun aber gerade diesen Schranken gleich Es ist nämlich 
F — M X s’' 

Daher ist 

als majorante Gleichung zu brauchen Aber man ubersieht nicht so¬ 
fort daß sie ein unseren Anfangsbedingungen genügendes Integral 
besitzt Daher benutzen wir eine andere Majorante 

Am einfachsten ist wohl der folgende Weg Man gehe zunächst 
zu einem System über das mit der Gleichung 

(10) t^V{xyzpqrs) 
gleichbedeutend ist^ Dies System ist 

( 11 ) < 2 ^ 2 ^ = 

Z^y = V (x y Z^ Z 2 % ^Sa?) 

1 Da es natürlich keine Beschränkung der Allgemeinheit ist aber formale 
Vereinfachungen mit sich bringt werde weiterhin Q = 1 angenommen 

2 Man hätte natürlich auch von Anfang an zü einem System ubergehen können 
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Es ist unter den Anfangsbedingungen 

( 12 ) (% 0 ) = 0 Z 2 0 ) =- 0 {x 0) -= 0 

zu integrieren und entsteht offenbar aus der Gleichung zweiter Ord 
nung (10) indem man 

setzt Umgekehrt stehen drei Funktionen welche dem System (10) 
und den Anfangsbedingungen (12) genügen in der Beziehung /ucinandc i 
daß ^2 = Zia; Z3 = Zu ist Es ist nämlich nach (11) z ^ = z^^y Also ist 
^ 2 =hx+ /(^) wo fix) gemäß (12) zu bestimmen ist Das liefert 
aber f[x) = 0 Daher genügt die durch (11) (12) bestimmte Funktion 
z=Zi {xy) auch der Gleichung (10) Alsdann setzen wii folgende 
majoranten Gleichungen an 

(1 - (1 - y) (1 - (1 - z ,) (1 ~ z ,) (T^ (1 - 3 ,) 

M 

(l-^)(l-y)(l-^l)(l-^2)(l~^3)(l- 2.)Tr - 3.) 

M 

(l-i;)(l-y)(l-^i)(l-^i)(l~^3)(l-^a ) (1 ““ 3 ) 

Daß das wirkhch Majoranten sind bestätigt man ohne weiteres denn 
bei der Entwicklung der rechten Seiten d 1 

kommen doch alle möglichen Potenzprodukte wirklich vor und ihre 
Koeffizienten sind alle positive ganze Zahlen 

Die majoranten Gleichungen smd unter den Anfangsbedingungen 
(12) zu integrieren Da auch diese wie die drei Gleichungen völlig sym 
metnsch m den drei unbekannten Funktionen aufgebaut smd ist de i 
Ansatz = Zg = Zg = 5 erlaubt und es bleibt somit nur die eine Glei 
chung erster Ordnung 

Ph _ V 

dy (l-^)(l-y)(l~ä)»(l - j )2 

unter der Anfangsbedingung J (a; 0 ) = 0 zu integriere n und /u /e igc n 
daß die Losung in der Umgebung von a; = y = 0 nach Potenzen von 
X und y entwickelt werden kann Daß aber die Losungen von aun 
lytischen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit ana 
lyüschen Anfangsbedingungen analytisch sind laßt die früher g< 
gebene Integrationstheone erkennen 

§ 2 Charakteristiken 

Im Laufe unserer Betrachtungen über das Existenztheorcm smd 
wir auf die Charakteristiken geführt worden Und zwar verstanden 
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wir unter einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung die acht 
Funktionen 

welche der partiellen Differentialgleichung (1) bzw. (8), den drei Streifen* 
bedingungen (3), (Ö) und der Gleichung (6) genügten. Ähnlich wie 
die charakteristischen Streifen erster Ordnung bei den partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, spielten auch hier diese Streifen 
eine Ausnahmerolle beim Existenzsatz. Es gelten auch weiterhin für 
sie ähnliche Sätze wie bei den Gleichungen erster Ordnung. Ich will 
aber nur kurz bei diesen Dingen verweilen, so interessant sie an sich 
sein mögen. Der , Gmnd ist der, daß die Betrachtungen zu einer Inte¬ 
grationstheorie der partiellen Differentialgleichungen, zweiter Ord¬ 
nung nicht ausgebaut werden konnten. Es ist nicht gelungen, die all¬ 
gemeine Gleichung zweiter Ordnung auf ein System von gewöhn¬ 
lichen zurückzuführen. Ob^das überhaupt möglich ist, ist noch eine 
offene Frage. Das ist auch dei; Grund, aus dem wir mit dem Existenz¬ 
satz nicht wie bei den Gleichungen erster Ordnung über den analytischen 
Fall hinausgedeihen konnten, und daß sich hier nicht der Existenz¬ 
satz organisch einer Integrationstheorie einfügt. Ich will somit nur 
ohne Beweis einige Sätze über Charakteristiken hervorheben. Zunächst 
sieht man, daß es zwei Scharen von Charakteristiken gibt, da die 
Gleichung (6) vom zweiten Grade ist. Verfolgt man aber die Sache 
näher, so erkennt man, daß aus unserer Definition nur sechs gewöhn¬ 
liche Differentialgleichungen für die acht Streifenfunktionen fließen. 
Ein Streifen zweiter Ordnung ist also nicht durch eines seiner Elemente 
bestimmt. Wenn man auch beweisen kann, daß auf jeder Integral¬ 
fläche durch jedes ihrer Elemente ein ihr angehöriger charakteristischer 
Streifen zweiter Ordnung gelegt werden kann, so erhält man damit 
doch keine Integrationstheorie, wie bei den Gleichungen erster Ordnung, 
wo man nur durch die Elemente eines nichtcharakteristischen Anfangs¬ 
streifens die dadurch bestimmten charakteristischen Streifen hindurch¬ 
legen mußte. Durch einen jeden charakteristischen Streifen zweiter 
Ordnung kann man unendlich viele Integralflächen hindurchlegen. 
Sie haben längs dieses Streifens eine Berührung zweiter Ordnung. 
Falls zwei Charakteristiken zweiter Ordnung verschiedenen Scharen 
angehören und ein Element zweiter Ordnung gemeinsam haben, so 
geht durch beide genau eine Integralfläche hindurch. Diese Bemerkung 
fließt aus einem allgemeinen von Goursat angegebenen Existenzsatz^ 
den wir auch bald bei gewissen linearen Differentialgleichungen be¬ 
stätigt finden werden. Dieser Satz sagt kurz aus, daß man durch zwei 
einander schneidende Raumkurven genau eine Integralfläche legen kann. 
Genauer formuliert sind die folgenden Voraussetzungen zu machen. 
Die beiden gegebenen analytischen Rauntkurven sollen von einem Pu/nkte 



344 


IV 1 Allgemeines 


ausgehen und zwei, von diesem Punkte ausgehende Tragerkurven von 
chaYakterishsohen Streifen berühren Diese beiden Streifen sollen ver 
schiedenen Scharen angeboren Dann geht durch beide Kurven gerade 
eine Integralflache welche sich in der Umgebung der Koordinaten Xq 
des Schnittpunktes nach Potenzen von x — Xq und y — yo entwickeln 
laßt Zunächst kann man durch eine Transformation der x y erreichen 
daß die beiden Kurven der x bzw y z Ebene angeboren Denn durch 
eine hneare Transformation der x y kann man zunächst bewerkstelligen 
daß die Tangenten der beiden Kurven m diese Ebenen fallen und daß 
der Schnittpunkt beider Kurven auf die J8:-Achse fallt Die Gleichungen 
der beiden Kurven sehen dann so aus 

\z = f{x) |Ä:==g(y) 

und nun mache man die neue Transformation 

yi = y — «2 + 

% = ^ + 

Damit fallen die beiden Kurven in die beiden erwähnten Ebenen hin 
ein Nun kann man endlich noch durch eine Transformation von z 
allem erreichen daß die beiden Kurven in die x- und in die y Achse 
fallen Wenn nämlich jetzt z ^f[x) und z •=^g[y) die beiden Kurven 
sind und also z{x y) der Bedingung 

z(oo) = ^o. ^(Oy) = g(y) z{xO) = f{x) 

genügen soll so setze man 

^i=^-/W-g(y) + ^o 

und nun ist Zj^{0 y) = 0 z^{x 0) = Q Somit kann man sich beim 
Beweis auf den Fall beschranken daß ein Integral der Differential 
gleichung (ö) durch die x~ und die y Achse hindurchgelegt werden 
soU Es soll also z{x 0) = z[0 y) =0 sein Nun aber war noch an 
genommen daß die beiden gegebenen Kurven in ihrem Schnittpunkt 
Charakteristiken berühren Somit muß die Gleichung (7) welche die 
Richtungen der Charakteristiken im Koordmatenanfangspunkt bc 
stimmt durch x' =0 sowohl wie durch y' =0 erfuUt sein Wenn 
nun aber im Ursprung die IntegralfLache durch die beiden Koordinaten 
achsen hmdurchgehen soll so muß die x y Ebene dort ihre Tangential 
ebene sein also ist un Ursprung p = q Das erkennt man ja auch 
durch Differentiation von z[x 0) bzw J8:(0 y) Ebenso folgt daß im 

Ursprung auch r =t=0 sein muß sowie daß im Ursprung --jy, =0 

ist für alle v SoU nun also (7) im Ursprung durch x' =0 sowohl wie durch 
y' =0 erfuUt sein so muß im Ursprung = 0 und 7=0 sein Dabei 
smd diese Funktionen für die Werte x =:y=:z = p = q= r — t = 0 
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und für s = /(O, 0, . , .,0) zu bilden. Da aber R = --^und T = — 
ist, so muß in der Umgebung des Ursprungs die Differentialgleichung (6) 
so aussehen 

(14) s = a + bx + cy +dz+ e'p + fq + Glieder höherer Ordnung, 

Die Glieder r und t fehlen, a, &, c, .. . sind Konstanten, und die 
nicht auf geschriebenen Glieder sind alle vom zweiten oder höheren 
Grade. Nunmehr kann der Beweis durch die Majorantenmethode zu 
Ende geführt werden. 

Man kann nämlich aus (14) sämtliche Ableitungen der Lösung im 
Ursprung durch sukzessives Differenzieren nach x und y bestimmen, 
da wir schon wissen, daß die Ableitungen nach den ä; oder nach den y 
allein alle verschwinden. Daher lassen sich alle Ableitungen additiv 
aus solchen niedrigerer Ordnung aufbauen und man bekommt sicherlich 
Majoranten für diese Koeffizienten, wenn man den Koeffizienten¬ 
bestimmungsprozeß auf eine Gleichung anwendet, die aus (14) dadurch 
hervorgeht, daß man alle Koeffizienten von (14) durch positive absolut 
genommen nicht kleinere ersetzt. Die majorante Differentialgleichung 
muß dazu so beschaffen sein, daß man die Konvergenz der Lösungsreihe 
übersieht. 

Zunächst schätzen wir die Koeffizienten von (14) ab. Ich nehme 
dazu an, daß die rechte Seite von (14) absolut genommen kleiner als M 
sei, während 

I* <1, bl<i. l2l<i. l5'l<i’ kl<i> 

ist. 

Die Abschätzungen sollen für beliebige komplexe Vaxiablenwerte 
gelten* Dann ergibt sich rechts in (14) für den Koeffizienten eines jeden 
Gliedes, in das die Variablen zur Exponentensumme v eingehen, als 
majoranter Wert 

M. 

Eine majorante Differentialgleichung ist dann 

Zur Integration von (16) madien wir den Ansatz 

z = f[u), u = x-\-y. 

Dadurch geht (16) in (16) über: 

== (1 _ «) (1 _ *) (1 _ + ^ 
oder anders geschrieben 

M 

/'(l-2/-) + M(l-4(/-)»)- (i_ „i(i-. y ^ -27) 
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oder 


- (/ (2 4- 4M) + 


M 

( 1 -«)(!“ )( 1~2 


— M 


Diese Gleichung kann man in der Umgebung von u = ~ z =0 nach 
z auflosen 

Z" = (p(u z z') 


wo (p nach Potenzen von u z fortschreitet und lauter positive Koeffi 
zienten besitzt Nach der Theorie der gewöhnlichen Differentialgleichun 
gen besitzt diese Gleichung eine wohlbestimmte Losung welche nach 
Potenzen von u in der Umgebung von u = Q entwickelt werden kann 
und die bei u = 0 verschwindet Ihre Koeffizienten bekommt man 
durch sukzessives Differenzieren von q) Sie sind also alle positiv Ersetzt 
man u durch x + y so hat man eine Losung von (15) mit lauter posi 
tiven Koeffizienten die großer sind als die der gesuchten Reihe die 
(14) befriedigt Denn die Koefhzienten von x und y sind in der neuen 
Reihe positiv und die übrigen Koeffizienten gewinnt man aus diesen 
als ganze rationale Funktionen mit positiven Koeffizienten 


§ 3 MoNGE-AMPEREsche Differentialgleichungen 

1 Charakteristiken erster Ordnung Das sind Differentialgleichungen 
von folgender Gestalt 

(17) o = A + Br + Cs + Dt + E{rt~--s^) 

Die Koeffizienten sind analytische Funktionen von y y z p q Sie 
umfassen also namentlich auch die m den Ableitungen r s t linearen 
Differentialgleichungen für die E = 0 ist Diesem wichtigen Sonder 
fall werden wir uns bald zuwenden Hier soU es sich um die Feststellung 
handeln daß man in gewissen Fallen die Integration auf die von par 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zuruckfuhren kann Dies 
hangt mit Besonderheiten zusammen welche die Charakteristiken der 
Monge AMPßREschen Gleichungen aufweisen Man kann namhch Streifm 
erster Ordnung angehen welche Träger aller charakter%sUschen Streifen 
zweiter Ordnung sind Für einen charakteristischen Streifen zweiter 
Ordnung müssen neben der partiellen Differentialgleichung (17) noch 
die beiden Gleichungen (5) sowie die Gleichung (7) gelten Diese letztere 
lautet hier so 

(18) (B + Et)y^^ {C — 2Es) x y' + (D + Er) x ^ = 0 
Nun folgt aber aus (5) daß 

ty^ + 2s x^ y + rx'^ = % p' + y q 
ist Daher kann man statt (18) auch schreiben 

(19) Bv^-Cxy +Dx^ + E(x'p' + yq) = o 



347 


§ 3. Monge- AuPteEsche Differentialgleichungen. 

Löst man endlich (5) nach r und t auf und trägt das Gefundene in (17) 
ein, so wird wegen (19) auch noch 

( 20 ) 

Ein Streifen erster Ordnung nun, für welchen die beiden Gleichungen 
(19) und (20) gelten, soll ein charakteristischer Streifen erster Ord¬ 
nung heißen. Aus der eben angesteüten Betrachtung folgt, daß jeder 
charakteristische Streifen zweiter Ordnung einen solchen erster Ord¬ 
nung enthält, oder mit anderen Worten, daß die fünf ersten Funk^ 
tionen eines charakteristischen Streifens zweiter Ordnung einen charak¬ 
teristischen Streifen erster Ordnung bestimmen. Umgekehrt kann man 
auch zeigen, daß unter der Zusatzannahme, daß C ® — 4BD -4- 4E A +0 
ist, d. h. nach (18), daß die beiden Scharen der Streifen zweiter Ordnung 
nirgends zusammenfallen, jeder charakteristische Streifen erster Ord¬ 
nung in einem charakteristischen Streifen zweiter Ordnung enthalten 
ist; die zu einem charakteristischen Streifen erster Ordnung gehörigen 
charakteristischen Streifen zweiter Ordnung hängen noch von einem 
Parameter ab. Doch will ich dem nicht weiter nachgehen. Die charakte¬ 
ristischen Streifen erster Ordnung müssen sich nun ebenso wie die Strei¬ 
fen zweiter Ordnung in zwei Scharen zerlegen lassen. Diese Zerlegung 
bewerkstelligt man leicht, wenn man von der Zerlegung der Streifen 
zweiter Ordnung in zwei Scharen ausgeht. Zu dem Zweck löse man 
die Gleichung (18) nach y'\x' zxii. Man findet wegen (17) 


(21) 

oder 


C - 2Es — 4tBD 4:EA 


. 2(B + Bt) 

(22) 

x' 

C -2Es±yC^-4:BD + 4:EÄ 

V ““ 

2(D + Er) 


als die beiden Wurzeln. Nennt man nun die beiden Wurzeln der Glei¬ 
chung 

(21a) A*4 -CA-+-BD —EA =0 

üi und Aj, so kann man für (21) auch kurz schreiben 
y' (B + Et) + Esx' -f Aix' = 0 

y' (B + Et) + Esx' + — 0. 

Analog folgt für (22) 

x'(D + Er) + Esy'+ = 0. 

x'(D + Er) + Esy' + X^y' = 0. , 

Wegen (6) kann man für (21') aber wieder schreiben 

(22a) y' B + Eq' + Xix' = 0, 

(22b) y'B Eq' ^x' = 0 . 
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Analog formt man (22') mit Hilfe von (5) um und findet 
(23 a) Z) -j- E'P -j- ^2^ ^ 

(23b) xD-^-Ef + Aiy' -= 0 

Damit smd die beiden Scharen der Charakteristiken erster Ordnung 
getrennt Die eine Schar ist definiert durch (3) (22 a) (23 a) die andere 
durch (3) (22b) (23b) 

2 Integralflachen Auf jeder Integralflache von (17) hegen sowohl 
Charaktenstiken der ersten wie der zweiten Art Beide fallen übrigens 
für Al = ^2 zusammen 

An der Spitze der Integrationstheorie steht der Satz daß eine jede 
Flache welche aus solchen Charaktenstiken erster Ordnung aufgebaut 
ist eine Integralflache von (17) ist Ich will also annehmen ein Flachen 
stuck werde durch eine einparametrige Schar von Charakteristiken 
erster Ordnung lückenlos überdeckt und zwar sei 

X = x{u v) q = q(u v) 

eine Parameterdarstellung des Flachenstuckes und seiner Ableitungen 
wobei diese Funktionen analytische Funktionen und v = konst die 
Charakteristiken seien Also gelten für jedes v längs eines Streifens 
der Flache die Gleichungen 

y'B -|“ Eq X^x^ = 0 

Ef + y'^i +Dx'==0 

p -—y s — rx' = 

— q' — sx =0 

Dabei nehme ich an es läge gerade ein Streifen der ersten Soite 
vor Im anderen Falle schließt man ganz analog Die beiden letzten 
Gleichungen bringen ja nur zum Ausdruck daß ein Streifen auf einer 
Flache vorhegt Faßt man die vier Gleichungen als vier lineare Glei¬ 
chungen für x' y f q auf und beachtet daß längs eines Streifens 
einer Flache z — f{x y) diese Funktionen nicht alle verschwinden 
können so muß die Determinante des Gleichungssystemes Null sein 
Diese ist aber wegen (18') 

— E {A + Br + Cs + Dt + E {rt s )) 

Im Fall jE + 0 in dem Falle also wo (17) nichtlinear ist ist also (17) 
erfüllt Ist aber (17) hnear so gilt der Schluß nicht Will man auch in 
diesem somit hier unerledigten Fall einer in den Ableitungen lineaien 
Differentialgleichung zu einer Charakteristikentheone gelangen so muß 
man wesentlich umständlicher verfahren Man vgl das Werk von Gour- 
SAT über diesen Gegenstand 

Daß auch umgekehrt jede Integralflache so entsteht beruht auf 
der früher angeführten Bemerkung daß eine jede Integralflache von 
(17) aus charaktenstischen Streifen zweiter Ordnung aufgebaut ist in 
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Verbindung mit der anderen Bemerkung, daß jeder Streifen zweiter 
Ordnung von einem der ersten getragen wird. 


3. Zurückführung auf partielle Differentialgleichungen erster Ord¬ 
nung. Die ganze weitere Schwierigkeit der Integration liegt jetzt darin, 
die Charakteristiken erster Ordnung zu bestimmen und aus ihnen 
Flächen aufzubauen. Diese Aufgabe erinnert an die analoge, welche 
wir bei den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung bereits 
gelöst haben. Tatsächlich kann man nun unsere jetzige etwas kompli¬ 
ziertere Aufgabe auf die frühere zurückführen und damit gleichzeitig 
auch angeben, inwiefern die jetzige Aufgabe schwieriger ist als die 
frühere. Die Zurückführung gelingt dadurch, daß man partielle Diffe¬ 
rentialgleichungen erster Ordnung angibt, deren Charakteristiken sämt¬ 
lich in einer der beiden Scharen unserer jetzigen Charakteristiken 
erster Ordnung enthalten sind. Sei also 
(24) V(x, y, z, p, q) = 0 

eine solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Die gewöhn¬ 
lichen Differentialgleichungen 


(25) 




z' = p 
P'^- 


dV 

dp 

dV 

dq 

dv 


dp 




il-p. 

dx ^ 


dv 

dV 
dx 

, dV dV 

bestimmen ihre Charakteristiken. Die Frage lautet; wann sind mit 
diesen Gleichungen notwendig auch die drei Gleichungen (3), (22 a), 
(23a) oder (3), (22b), (23b) einer unserer Scharen von Charakteristiken 
erster Ordnung der Gleichung (17) erfüllt? Tragen wir, um das zu 
erkennen, die Gleichungen (26) z. B, in die erste der beiden Gruppen, 
also in (3), (22 a), (23 a) ein, so ist (3) von selbst erfüllt, und die beiden 
anderen führen zu den beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 
dV , .dV DdV ^dV 

dx ' ^ dx E dp A 9? 

(26a) 


0 


dy dx E dp 


~ E dq 


welchen V genügen muß. Aus der anderen Schar von Charakteristiken 
werden die beiden Gleichungen 


(26b) 


dV .dV DdV 9F 

dx * dx E dp E dq 

iZ-L 9F h dV B dV 

dy'^^dx E dp E dy 
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gewonnen Wenn somit die CharaUenshKen von (24) sämtlich in einer 
unserer beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung enthalten sein 
sollen so muß notwendig V entweder den beiden partiellen Difjtrenhal 
gleichungen (26a) oder den beiden (26b) genügen Diese notwendige Be 
dmgung ist aber auch hinreichend Nehmen wir also z B m F genüge 
den beiden Gleichungen (26a) dann smd für die durch (25) bestimmten 
Charaktenstiken von 7=0 notwendig auch die Gleichungen (1) (22 1 ) 
(23a) erfuUt Für (3) ist das wieder selbstverständlich und die beiden 
anderen verifiziert man einfach durch Einsetzen von (25) in (22 i) und 
(23a) Da nun aber nach S 348 jede aus einer der beiden Chixikte 
ristikenscharen erster Ordnung aufgebaute Flache eine Integrdfliehe 
von (17) ist so können wir unser Ergebnis nun auch so lussjueclun 
Falls V einem der beiden Gleichungspaare (26a) oder (26b) genügt so ist 
jede Integralflache von (24) auch Integralflache von (17) Wir nennen 
dann V ein erstes Integral von (17) 

Man kann auch umgekehrt aus unseren Betrachtungen leieht dm 
Schluß ziehen daß die sämtlichen Integrale von (24) nui dinn uieh 
(17) genügen können wenn V einem der beiden Gleichungsp i ne (2(» i) 
oder (26b) genügt Je nach der Zahl von unabhängigen Integrihn 
eines der beiden Paare hnearer partieller DiffcrcntiaJgleichungm (26 v) 
oder (26b) die man zu bestimmen in der Lage ist wird m in nun du 
Integration der Gleichung (17) mehr oder weniger vollst indig be 
herrschen Kennt man msbesondere zwei unabhängige Inte gi ile eine sehr 
beiden Systeme (26a) oder (26b) 7i und 7 so genügt luch Fj 7 (FjJ 
dem gleichen System wenn ^ eme willkürliche lunktiem ist Dinn ist 
neben 7i = 0 und Fj = 0 auch — (p (7g) = 0 e in Inte gr il vein (17) 
d h jede Losung von 7^ — ^^(Fg) =0 genügt auch (17) 1) nin ist 
ehe Integration von (17) erledigt Naedi S 339 ist nimlich jede I eisung 
von (17) durch emen Anfangsstreifen bestimmt M in w ihle <1 inn du 
wiUkurhche Funktion qi so daß für den gegebenen Aufingsstreifen 
Fl — 93 (Fg) = 0 ist unei lege dann durch seine Fkmente du eharikte 
ristischen Streifen von 

V^-cp(V,) = 0 

Das für die Integration der Systeme von pirtullcn Diffdtntiil 
gleichungen erster Ordnung mit einer Unbekannten Irforchrluhc ist 
bereits früher vorgebracht worden 

Es ist aber zu bemerken daß die Zahl dci ubuhiupt voilundcmn 
unabhängigen Integrale von vornherem festste ht Sic ist von h ill ni 
FaU verschieden Nach S 284 genügt nämlich jedes Tntegril dis /wci 
hnearen partiellen Differentialgleichungen 4 (7) =r- Q und B (7) 0 gt 

nugt auch der Gleichung [^4 B] =0 und das kann eine mu( nicht 
von selbst erfüllte sein^ Die Methode fuhrt daher nicht iininer /um 


^ Der eben benutzte Klammerausdruck wurde S 284 erkUrt 
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Ziel Mehr als ein gemeinsames Integral der beiden Gleichungen {26a) 
kann nämlich nur dann vorhanden sem wenn die Integrabüitats 
bedmgung \AE\ =0 identisch erfüllt ist 


4 Beispiel Wir betrachten nun noch ein Beispiel aus der Flachen 
theorie Es handelt sich darum die Differentialgleichung der abwickel 
baren Flachen zu integrieren also um den Nachweis daß alle Flachen 
mit lauter parabolischen Punkten langentreu auf die Euklidische Ebene 
abgebüdet werden können Diese Aufgabe lauft auf die Integration der 
Differentialgleichung 
(27) ri! — s2 = 0 

hinaus Die beiden Scharen von Charakteristiken erster Ordnung 
fallen hier zusammen Denn die Gleichung (21a) wird hier A® = 0 und 
ihre beiden Wurzeln smd alsoA^ =A 2 = 0 Daher sind jetzt die Charak 
teristiken erster Ordnung aus den Gleichungen 


q'= 0 f —0 z —px —qy = 0 
ZVL bestimmen Für die Integrale V ergeben sich die Gleichungen 


dV ,,dV dV . dV . 


Wir erkennen sofort daß p 
Integrale sind Also sind auch 


dy 

V^^q 


dz 

V,=z 


px — qy drei 


q^fiP) ^ — poc — qy=:^g(p) 

Integrale von (27) Die zweite ist eine CLAiRAUTsche Differential¬ 
gleichung und deren Theorie lehrt daß man alle Integrale derselben 
als Einhüllende der Ebenenschar 


z — cx — w{c)y = g(c) 

wo w{c) eine willkürliche Funktion ist erhalt Die Integralflachen 
sind also abwickelbare Flachen Aber z = cx + f{c)y + d ist auch ein 
vollständiges Integral der Gleichung q === f(p>) so daß diese auch nichts 
Neues mehr liefert 


§ 4 Lineare Differentialgleichungen 

Darunter versteht man eine Differentialgleichung welche die un 
bekannte Funktion z und ihre sämthchen Ableitungen nur linear ent 
hält Sie ist also von der Form 

(28) + a^s + + b^p + Jg? + cz + d ^ 0 

Die Koeffizienten d sind stetige Funktionen der unabhängigen 

Veränderlichen x y 

Die Charakteristiken erfahren hier eine weitere Speziahsiemng 
Die Gleichung (7) 

(29) a^y ^ — a^x^y' + 
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nämlich welche die Charakteristiken definierte enthalt jetzt nur noch 
% y legt also gewisse Kurven der x y Ebene fest die wir jetzt kurz 
als Charakteristiken b zeichnen wollen Wir werden dieselben jetzt 
nur dazu verwenden um eine Einteilung der linearen Gleichungen 
anzugeben und um dieselben auf gewisse Normalformen zu trans 
formieren Dabei benutze ich die leicht zu verifizierende Tatsache 
daß bei Koordinatentrausformation Charakteristiken in Charakteristiken 
übergehen^ Ich nehme zunächst an die beiden Scharen von Charak 
teristiken fielen nicht zusammen Dann kann ich dieselben als Koor 
dinatenhnien nehmen und mir die Frage vorlegen wie eine auf ihre 
Charakteristiken x — konst und y = konst als Koordinatenlinien be 
zogene hneare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung aussieht 
Soll aber die Gleichung (29) sowohl für aj =? 0 wie für jy' = 0 erfüllt 
sein so muß und a^—0 sein Somit sieht die Gleichung (28) 

dann so aus 

(30) "H cz d 0 

Diese Normalform wollen wir nun beib halten wenn die Charak 
teristiken reell sind Wir wollen dann sagen die Gleichung sei vom 
hyperbohsch^n Typus und (30) sei eine Normalform derselben Sind 
die Charakteristiken imaginar so sag^n wir die Gleichung sei vom 
elhphschm Typus Hier kommt man leicht zu einer reellen Normal 
form indem man verlangt x + ^y =:i konst und x --%y ^ konst 


^ Fuhrt man nämlich durch 

r = ;tr{f 

y = y{^ 

neue Koordinaten em so setze man 


V) 

V) 


A = 





Man bezeichne die durch Vertauschen der Zeilen und Kolonnen entstehenden 
transponierten Matrizen mit A und S und setze ferner 








' dy 


drj 

dr} 

dy 

dx 


dS^ 


Dann sind die Koeffizienten der Gheder zweiter Ordnung nach der Transformation 
die Koeffizienten der Matrix 

Aj^ = S AS 


und es ist 

= S-M-i S “1 

die Matnx der aus (29) bei der Transformation entstehenden Gleichung Dieser 
Sachverhalt beweist die ausgesprochene Behauptung 
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sollten die Charakteristiken sein. Dann muß die Gleichung (29) so aus- 
sehen: a{x'^ + y^) = 0, d. h. es muß und = 0 .sein. 

Dann wird also 

a{r1)b^q + cz d = 0 

eine Normalform des elliptischen Typus. Auf ähnliche Weise kann man 
leicht eine weitere Normalform des h 3 rperbolischen Typus bekommen. 
Man verlange, daß x -{-y = konst. und x -- y = konst. die Charak¬ 
teristiken seien. Dann muß (29) so aussehen: a{x'^ — =0, d. h. 

es ist = — Ä 2 = Ä und a-^ = 0. Also wird 

a{r — t) + b-^p + b^^q + c z + d == 0 

eine weitere Normalform des hyperbolischen Typus. 

Den noch übrigen Fall, wo die beiden Scharen von Charakteristiken 
zusammenfallen, nennt man den parabolischen Fall. Jetzt nehmen 
wir X = konst. als Charakteristikenschar doppeltzählend. Dann muß 
sich (29) auf =0 reduzieren. Also wird 

^2 “f“ bip -1“ b2q’\'Cz~\-d=^0 
Normalform des parabolischen Typus, 

II. Kapitel. 

Hyperbolische Differentialgleichungen. 

§ 1. Die LAPLACEsche Kaskadenmethode. 

Ihr Ziel ist es, durch Quadraturen eine hyperbolische Differential¬ 
gleichung zu integrieren. Die Gleichung 

deren Koeffizienten stetig differenzierbare Funktionen sein sollen, kann 
man auf die Form bringen 

Dabei ist zur Abkürzung 

(3) A = -h a 6 — c 

gesetzt. Man kann dafür auch schreiben 

(4) ^ + hzi — hz-\-d — 0, 

indem man v 

( 6 ) ^i = -§~ + az 

setzt. Ist daim A =0, so ist (4) eine Gleichung für z^ allein, die man 

SniBEftBACB, nüfarentlalgleichuagen. 8. Aufl. 23 
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als gewolmhche lineare Differentialgleichung erster Ordnung integrieren 
kann Hat man Zi bestimmt so erhalt man aus (5) z da dies wieder 
eine gewöhnliche hneare Differentialgleichung für z ist 

Ist aber Ä + 0 so eliminiere man z aus (4) und (5) um eme Glei 
chung für Zj^ allem zu erhalten Sie ist wieder vom hyperbolischen Typus 
imd kann ganz analog weiter behandelt werden Wenn ihr h Null 
ist, kann sie durch Quadratur gelost werden Sonst fuhrt der Ansatz 
auf eme neue Gleichung usw Es werden aber nur vereinzelte Falle 
sein denen man so beikommen wird Immerhm hat man noch einen 
zweiten analogen Fall zur Verfügung indem man die Rollen von x und 
y vertauscht 
Ist z B 


( 1 ) 


dx dy ^ dx 


dz 

dy 


0 


vorgelegt so wird ä = 0 Man hat < 


(4) 


dz^ 

dx 


— ^1 = 0 


Also wird Zx = vW) wo cp[y) eine wiUkurhche Funktion von y 
ist Demnach findet man für z die Differentialgleichung 

dz 

( 6 ) = (p{y) 

Demnach wird 

V 

z = exp (— y e») {ip(x) + e® / f{rj) exp {rj e“) dt]} 

mit emer zweiten wiHkurhchen Funktion ip{x) die allgemeinste Lösung 
von (1') exp {x) bedeutet dabei wieder e® 


§ 2 Die RiEMANNsche Integrationsmethode 

1 Existenzbeweis Das Ziel ist es durch emen gegebenen Streifen 
erster Ordnung em Integral von (1) zu legen Dabei werde angenommen 
daß dieser Streifen über kemer Charaktenstik hegt D h also Es 
seien längs emer stetig differenzierbaren Kurve ^ x = x{t) y =y[{^ 
{a^t^b) die nirgends der z-Achse oder der y Achse parallel sein 
möge die Werte von z -p q vorgeschneben derart daß die Streifen 
bedmgung 

z' (^) =p{t)x (t) + q(t)y (t) 

erfüllt ist Die Gleichung der Kurve ® kann somit sowohl in der Form 
y — fi^) 'wi® der Form x = g{y) geschrieben werden Diese stetig 
differenzierbare Kurve wird also von kemer Parallelen zu einer Koordi 
natenachse m mehr als emem Punkte getroffen © gehöre weiter einem 
Bereiche an in welchem die Koeffizienten von (1) stetige Fimktionen 
seien und längs der Kurve seien auch z' p q als stetige Funktionen 
vorgeschrieben 
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Man kann z. B. den Ansatz so machen; Längs der Kurve sei 
z <p{x) + y){y), q = y>^{y)^ Ein erstes Verfahren zur 

Lösung dieses Problemes wird durch die Methode der sukzessiven 
Approximationen geliefert. Zunächst ist es leicht, die Gleichung 

+ d = 0 unter der angegebenen Aoifangsbedingung zu integrieren. 
Denn ihr genügt 

^ 0 = +y>(y) — f J drj. 

Dabei ist das Doppelintegral über den in Abb. l 16 schraffierten Bereich G 
zu erstrecken. Man kann also schreiben 

fl? /(I) 

^0 = <P{^) +V(y) — f Jd{l,f))dr)dS. 

giy) y 


Hieraus leuchtet ein, daß ZQ=(p{x) + %p (y) 
wird auf d. h. für x = g{y), sowie daß 


dx dy 


+ d 


=10 


ist. 

Als nächsten Schritt integrieren wir 


dx dy 


I ^^0 I t I 


c^o = 0 



mit der folgenden Anfangsbedingung: soll auf (£ verschwinden. Ihre 
Lösung im Punkte (jc, y) ist 




WO das Integral über den in Abb. 16 schraffierten Bereich G zu er 
strecken ist. Rekurrent wird ' . 


gesetzt, WO wieder das Integral über den Bereich G der Abb. 10 zu er¬ 
strecken ist. 

Dann läßt sich beweisen, daß die Reihe 

( 8 ) ^0 + ^1 + • " • 

gleichmäßig konvergiert und der gegebenen Gleichung (1) unter den 
vorgeschriebenen Anfangsbedingungen genügt. 

Ich zeige zunächst, daß die Reihe (8) und die Reihen ihrer Ableitungen 
nach X und nach y gleichmäßig im abgeschlossenen Rechteck der 
Abb. 16 konvergieren. In diesem Bereich mögen die absoluten Beträge 

von a,b, c, ^^, Zq unter der Schranke M liegen, F sei der Flächen« 

23* 
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Inhalt des schraffierten Gebietes G Dann ist nach (6) 
< 3M^F< iß-y) 


Ferner ist 

fix) 


(9) 

dZn _ ( 

dx ) 

V 

dx dy 

Ferner ist 

X 



(10) 

aiv) 

Daher wird zunächst 

dz^ 

dx 




<BM<‘(ß-y) 



dzi 

dy 

< 3 M* {x — a) 

Ich setze fortan 


fi= 

1 

+ 

8 

1 

\ y — a + jS — ö 

Dann ist in G 




\zj^\ < MN fl 

<MNf. ^<MN^ 


Wir wollen nun zeigen daß allgemein m G 






d^fi 


dZn 

dx 

< «1 

dy 


' n\ 


gilt Zum Beweis nehme ich an diese für w = 1 richtige Abschätzung 
sei bereits für w = v — 1 bewiesen und schließe daraus auf ihre Geltung 
für w = r Nach (7) wird namhch hir n =v 




3M + 

9 

X ß 

ZM^^Jj{S~a + ß-ri) -^dHrt 


<ZM (I - » + /9 - 

~ vl V + 1 

£SM ^^^^x-o^){ß-y){x-oL + ß-yy-^ 

(y — a)(ß — S) 

= y-^+JZI ö 


Also 




MN^lx^ 


max (a h) ist so definiert 

max [a b) = 


wenn a'^b 
wenn 6 > a 


1 
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Ferner wird nach (9) 


dzy 


dx 


MN''-’ 


V 


{x — a. ß — dy. 
\{x^a.-^ß-yY-[x- a)"] / 


^ »1 ' 
Ebenso findet man 


d Zv 


dy 




= vl • 

Aus der gleichmäßigen Konvergenz von (8) im abgeschlossenen 
Bereich folgt sofort, daß sie den vorgeschriebenen Randbedingungen 
genügt und folgt auch, daß die gefundene Reihe (1) genügt. Dies er¬ 
kennt man, indem man (1) so schreibt 

z{x,y) = -^^(a^-\-b^^ + cz + d^iHri, 

WO das Integral wieder über den in Abb. 16 schraffierten Bereich zu 
erstrecken ist. 


2. Die RiEMANNsche Methode. Die RiEMANNsche Integrationsmethode, 
der ich mich jetzt zuwende, gestattet es oft, ohne solche Reihenent¬ 
wicklungen das Problem zu lösen. Ich knüpfe zunächst an die homogene 
Gleichung an. Ich nehme also in (1) = 0 an, und wiU somit die Diffe¬ 

rentialgleichung 

(11) s ap + hq + cz =^0 . 

behandeln. Die RiEMANNsche Integrationsmethode geht von der so¬ 
genannten GREENschen Formel aus. Ich bezeichne den Differential¬ 
ausdruck auf der linken Seite von (11) abkürzend mit ß(^). Versucht 
man dann partielle Integration ^^v^{u) dx dy anzuwenden, so 
wird man auf die GREENsche Formel geführt^: 


( 12 ) 


// («^S(«) —u^[v)) dxdy — / {Pdy ^Qdx) . 


^ Man nehme einen Bereich, der in jeder der beiden folgenden Formen daj- 
gestellt werden kann: 

ß g.iv) 


oder 
Dann ist 


oM 


ft(x) 


f tdvdu. 

(£ a hiß) 


dx dy . 
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Hier ist das Doppelintegral über einen Bereich in dem die Koeffi 
zienten und die Funktionen u und v mit den vorkommenden Ablei 
tungen stetig sind zu erstrecken Es ist 301 der adjungierte Differential- 
ausdruck 


und es ist 


W{v) = 

dH 

d(av) 

dx dy 

dx 

P — 

1 d{uv) 

-«{— 

Jl “ 

2 dy 

[dy 

e = 

1 d(uv) 

2 dx 

fdv 


d(bv) 

dy 


+ cv 


Das Kurvenmtegral ist über den Bereichrand zu erstrecken so daß 
daß Innere zur Linken bleibt Wir werden die Formel hernach aus- 
schheßlich auf emen Bereich G (Abb 16) anwenden der einesteils von 
einem Bogen der Kurve (£ begrenzt ist auf dem die Anfangsbedingungen 
für u vorgeschneben smd und von zwei Charakteristiken durch emen 
Punkt (I m welchem war die Losung u zu berechnen wünschen 
Für u wähle ich die gesuchte Losung von ß (w) =0 und für v wähle 
ich eme noch naher zu bestimmende Losung von SK (ü) == 0 Dann ist 

^[Piy-Qdx)=(i 
mit anderen Worten ist nach Abb 16 

A. A. A. 

jPdri-^Qdi-^ j^{.Pdri-Qd^)=0 


oder 


{uv)j^ = 1 \ {uv)^ — / u{Vj, — av) drj + J u(v„ — bv) d^ 

A A 

+ J(Pdr]-Qdi) 


Laßt man und y ihre Rollen bei dieser Rechnung vertauschen so findet man 


Pf d^u p , . r j • rr ^ 

J J9^ = J ” ä?+ J “ äl+ J J 


Daraus folgt 

jj(' 


j 1 rrf dv -/ du , 1 

e 

Crld(uv) 02^1, rfldluv) dv\ 

=J [Y-dr~'*wr^ ~i (Y“93r-“97)' 


dx 


Ferner ist 


^vb^d^ dy = -jb^vdx -Jju^dxdy 


d 

Alles zusammen hefert die Formel des Textes 
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Nun wähle ich insbesondere v so, daß auf ^ 2^3 


und daß auf A^A 2 : 


— av == 0 

— öü = 0 


ist. Das ist also gleichbedeutend damit, zu fordern: Auf -42-^3 sei 
V =^exp{J a{x,ri)dr}); smI Aj^A^ sei v = exp{J b {S,y)di)*. Daß es 

V * 

solche Integrale von 5!R(t;) =0 stets gibt, •wird S. 361 bewiesen werden. 
Somit wird schließlich^ 

« (x.y) = i J — Qdx). 

Az 

Daß die so gefundene Lösung wirklich den Anfangsbedingungen und 
der Gleichung genügt, bedarf keiner näheren Erörterung, weil wir ja 
gerade vorher sahen, daß man mit Hilfe der Methode der sukzessiven 
Approximationen den Existenzbeweis der Lösung erbringen kann. 
Die jetzige Betrachtung fügt den Nachweis hinzu, daß es nur eine 
solche Lösung gibt. Denn jede muß durch die gefundene Formel dar¬ 
gestellt werden. Übrigens könnte man auch unschwer direkt an der 
gefundenen Formel verifizieren, daß sie die gestellte Aufgabe löst. 
Unsere Methode gestattet auch die Lösung der inhomogenen Glei¬ 
chung unter den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen. Man trägt 
in (12) für u die betreffende Lösung ein, und findet dann durch die 
gleiche Betrachtung diese Lösung von (1) 

Al 

»{x,y) = i{uv)xi+ f {Pdy — Qdx) — JJ vd-dxdy,^ 

Az 

Unschwer kann man übrigens ganz analoge Formeln auch für die 
andere hyperbolische Normalform gewinnen. Es sei also jetzt 


(13) 

Dann hat man 






dH 
dy^ ’ 


d (av) 
dx 


dy 

dipv) 


P = 




dy 

)■ 


cv, 


und die GREENsche Formel (12). 

* Vgl. die Erklärung dieses Zeichens auf S. 364. 

1 Im Punkte ist nämlich v(x,y)—l, 

^ Man kann auch an die Bemerkung anknüpfen, daß man die Lösung der 
inhomogenen Gleichung (1) erhält, indem man zu der Lösung gleicher Randwerte 

d^z 

Von (11) die auf (£ verschwindende Lösung von = 0 addiert. Letztere 

wurde auf S. 366 bestimmt. , 
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Mit ihr verfahrt man genau wie eben und erhalt schließhch als 
Losung von S (w) =0 diesen Ausdruck 



Al 

An Stelle der Abb 16 tritt jetzt die Abb 17 
wo die Geraden wieder Charakteristiken sind 
V ist bestimmt durch die Forderung 


3 K(t;)=0 und —-^av^dTj + 2u(vy +0 

Al 

J \2u{v^-- -^Civ^drj -\~2u{vy+ = 0 

A^ 


Setzt man auf f = + ^ Yi=^y t so wird 


— = ^ = 1 
dt dt 


dv 

di 


= v^ + v^ 


Auf A 2^3 aber setze man ^ = x t rj = y — t Dann wird 

d^ drj - dv 

li Ti ~ ^ 57 ” 

Also werden die Integrale 

-^2 As 

Al Äz 

Man bestimme v aus den gewöhnlichen Differentialgleichungen 
v' — i{a — b)v = 0 auf A^A^ 


bzw 


v' + i(a^b)v auf AgAg 


3 Existenzbeweise Zum Schluß dieses Paragraphen möge noch an 
gegeben werden wie man auch mit Hilfe der sukzessiven Approxima 
tionen das Anfangswertproblem lost auf das wir bei der RiEMANNschen 
Methode gestoßen smd^ Es soll sich also um die Aufgabe handeln die 
Gleichung (11) unter den Anfangsbedmgungen z = f[x) für y =3'o 
z= q){y) für a; = A7o zu losen Dabei soUen diese Bedingungen auf 
gewissen von [x^ ausgehenden Strecken der Geraden x ^ Xq und 
y = yo erfüllt sein Diese sollen m die Richtung der wachsenden x bzw y 
weisen und einem Bereiche angeboren m dem die Koeffizienten der 


1 Der entsprechende Existenzbeweis S 344 setzte analytische Koeffizienten 
voraus 
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Gleichung stetig sind. Damit im Punkte {x,^, yo) die Stetigkeit keine 
Unterbrechung erleidet, soll noch vorausgesetzt werden, daß /(äj) 
== ?'CVo) ist- ist jedenfalls Zq ==/(*) + 9’b') ~ /(^o) si’ae Funktion, 
welche die Anfangsbedingungen erfüllt. Sie genügt der Differential- 

gleichung 3^ - ^ — = 0. Alsdann bestinanae man aus der Gleichung 


dxdy 




dy 


■+ cZq = 0, 


so daß es auf x — Xq und auf y = yo verschwindet^ setze also 

X y 

^ — S I ^Oaj "f” H" ^ ^0) ■ 

»0 S /0 

Alsdann bestimme man analog Zj und allgemein werde z„ aus 


(14) 




9« dy 


9y 


so bestimmt, daß es auf x — Xq und auf y = verschwindet- Dann ist 


z = Zo + % + ••• 


die gewünschte Lösung von (11). Dies ist bewiesen, sowie nur er¬ 
kannt ist, daß diese Reihe samt den Reihen ihrer ersten Ableitungen 
gleichmäßig konvergiert. Es gilt doch für eine jede Teilsumme 

= ^0 + H-- + 

X y 

JJ(‘‘ 


und daraus folgt durch Grenzübergang zu w oo 




a’o 1^0 


und daraus durch Differentiation 




Auf den Konvergenzbeweis selbst will ich nicht naher eingehen. Er 
unterscheidet sich nicht wesentlich von den Betrachtungen, die wir 
bereits in diesem Paragraphen zu gleichem Zweck angestellt haben. 
Dazu ist ja das hier zur Betrachtung stehende Randwertproblem schon 
auf S. 344 für allgemeinere allerdings analytische Differentialgleichungen 
gelöst worden. 

Der eben besprochene Ansatz ist auf die homogene. Gleichung 
besonders zugeschnitten. Man kann ihn aber durch geringe Abänderung 
so einrichten, daß er für die inhomogene Gleichung (1) und für noch 
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allgemeinere Gleidmngen zum Ziel fuhrt Man gehe nur dazu von 
der gleichen ersten Näherung aus wie eben bestimme auch jetzt wieder 
rekurrent die n te Näherung aus der « — 1 ten durch die Gleichung 


dz 


dz dy 


a 


1 

dx 


+ ö 


dy 


+ ^^ == 0 


indessen so daß sie auf x = und auf y die verlangten An 
fangsbedingungen besitzt Man hat also 


X y 

(15) \z^ = Zq — JJ^ 

X y 

ZU setzen Jetzt wird die gesuchte Losung nicht mehr die Summe 
der z^ sondern vielmehr der Grenzwert der z^ oder anders ausgedruckt 
die Summe der Reihe 


^ “ ^o) + + (^n — + 


Denn es ist ]a durch Grenzubergang n^oo aus (15) zu finden 

X y 

^ ~ ^0^— J" / (^^är "f" drj 

X y 

und daraus durch Differentiation alles Gewünschte 

Dieser Ansatz nun ist es der auch für allgememere Gleichungen 
wie z B die in der Flachentheorie wichtige 


( 16 ) 


d 

— sin 

dx dy 


zur Losung des gleichen Problemes fuhrt 

Em Wort ist nur noch darüber zu sagen daß die Losungen durch 
die Anfangsbedingungen emdeutig bestimmt sind Man kann sie im 
Rahmen der Methode der sukzessiven Approximationen durch dit 
gleichen XJberlegungen gewinnen die zum Konvergenzbeweis fuhren 
Wenn nanüich z eine behebige den Anfangsbedmgungen genügende 
Losung z B von (16) ist so ist jedenfalls 

X V 

^ = ^0 + //sm«<f| dri, 

X y 

wo Wieder ZQ^f[x) + <p{y) — / [x^ sei Ferner gilt auch für die n te 
Näherung 

X y 

= «0 + / 

X y 


X y 
X y 


also haben wir 
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Nun ist 

XV 

1^—2ol = l/J’sinzi|d;97l<la:-Xolly-yo 

«oVo 
X y 

Iz — 2 ii = 1J / (sinz — sinzo) 

»0 Vo 
X y 

= I [J2 sin cosrftj 

«oVo 

< lIJk - ^ul |y — yol ä,Sdr) = ~ . 

ICtVt 

Daraus gewinnt man durch vollständige Induktion 

F~'*« [(» + 1)1? ’ 

so daß es also nur eine Lösung gibt, weil hiernach z„-> z strebt. 


§ 8. Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. 

1. Die RiEMANHSche Methode. Die freien Schwingungen einer längs 
der Jf-Achse ausgespannten Saite werden durch die Differentialgleichung 


(17) 



beischrieben, t bedeutet darin die Zeit, z die Entfernung von der gerad- 
linigen Gleichgewichtslage. In <** = —bedeutet S die Spannung, g die 
Masse der Längeneinheit, so daß also in dem von uns allein zu be¬ 
trachtenden Fall der homogenen Saite a® eine posi¬ 
tive Konstante ist. Die Charakteristiken sind in diesem 
Falle x-i- at — konst. und x —at = konst. Das be¬ 
dingt einen geringen Unterschied gegenüber den bis¬ 
her betrachteten Fällen. Man überträgt aber auch 
auf ihn ohne sonderliche Schwierigkeit die angestellten 
Überlegungen. 

Wir betrachten nun eine an ihren beiden Enden bei 

* eai 0 und bei a; = 1 eingeklemmte Saite. Es soll also für alle <: z (0, <) = 0 
und z{l, f)=0 sein. Ferner ist die Anfangslage und die Anfangsge¬ 
schwindigkeit der Saite gegeben. D. h. für f = 0 soll z{x, 0) = f[x) imd 
£1 (^ 0 ) =’F(a:) sein. Zunächst kann man die RiEMANNsche Methode 

anwenden, um in einem beliebigen Punkte [x, t) des in Abb. 18 schräg 
fierten Bereiches die Lösung zu berechnen. Dieser Bereich ist nänüich 
seitlich von den beiden durch die Saitenenden gehenden Charakteristikeii 




364 


IV 2 Hyperbolische Differentialgleichungen 


begrenzt In einem inneren Punkt ist nach dem RiEMANNschen Ver 
fahren die Losung durch f[x) und F{x) allem bestimmt Man findet 
nämlich in dem Punkte {x t) dessen Charakteristiken t = 0inx = x—at 
und ß = X + at treffen mögen 

os + at 

(18) .(« 0_iJP(f) 

Damit ist das Problem mm erst für gewisse x und t gelost^ und es gilt 
nun unter Berücksichtigung der an den Saitenenden vorgeschriebenen 
Bedingungen den Bewegungsverlauf auch für andere Zeiten zu bestim 
men Dies erzwingt man nach Riemann durch einen Kunstgriff Daß 
nämlich die RiEMANNsche Methode nicht zur Berechnung der Losung 
in einem größeren Bereiche brauchbar ist hegt dann begründet daß 
f[x) und F (x) nur für 0 ^ ^ Z gegeben sind Man erklärt nun in einer 

zweckmäßigen Weise diese Funktionen über dies Intervall hinaus so 
daß die zugehongen Losungen bei a; = 0 und hei x = l für alle Zeiten 
verschwmden Zu dem Zweck setze man fest 


f{^x):==^^f(x) f(x + 2l)=^f(x) 

F(--x)^-^F{x) F(x + 2l)=^F(x) 

Damit sind dann die beiden Funktionen für alle x erklärt wenn man 
sie für 0 ^ ^ Z kennt Die RiEMANNsche Losung (18) verschwindet 

dann wie man sich leicht uberzeugt tatsächlich bei x = 0 und bei 
X = l für alle t Ähnliche Überlegungen fuhren auch zur Beherrschung 
des Falles wo an den Saitenenden ein anderer Bewegungszustand 
vorgeschrieben ist 

2 Superposition von Partikularlosungen Ich wiU nun noch auf eine 
etwas andere Methode hinweisen Das ist die Trennung der Variablen 
Geht man nämlich mit dem Ansatz 


z = u{x) v{t) 

in die Gleichung der schwingenden Saite hinein so geht diese in 

l V _ u 

V w 

über Da die rechte Seite nur von x die linke nur von t abhangt so 


1 Eines merkwürdigen Umstandes mag hier Erwähnung geschehen Will man 
verifizieren daß durch (lÖ) die Gleichung (17) befriedigt wird so muß man die 
zweiten Ableitungen von / und die ersten vonF verwenden Führt man aber m 
(17) durch = ^ — at neue Variable ein so wird (17) zu 


(17) 

Dieser neuen Gleichung (17 ) 
F(x) nicht differenzierbar ist 




= 0 


genügt nun (18) auch 


wenn f{x) nur einmal und 
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müssen beide ein und derselben Konstanten: —P gleich sein. Also 

erhalten wir die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen 

v" = 0 

und sind damit in der Lage, einige Lösungen der Gleichung zu be¬ 
stimmen, Es sind die Lösungen 

u = cos Xx + sin Xx 
V = d-^ cos aXt -f sin aXt, 

die man so erhält, q, c^, di, d^ sind dabei Konstanten. Sollen die¬ 
selben aber bei x und bei x 7 == l verschwinden, so muß =0und 

fl 7t 

^ -y mit ganzem n sein, und es bleiben nur diese Lösungen als 
brauchbar übrig: 

sm y x ( COS — y ^ -f- SlU -y tj . 

Da nun aber die Gleichung (17) linear und homogen ist, so kann man 
durch Addition bekannter Lösungen neue finden, und somit sind auch 
die Summen 

2^^sin y A? COS-y ^-1-^ 2 ^ sm — ^j 
n 

Lösungen. Nunmehr ist man auch in der Lage, durch passende Be¬ 
stimmung der Koeffizienten passende Anfangszustände der Lösung vor¬ 
zuschreiben. Man wird nämlich durch die Anfangsbedingungen auf die 
beiden Gleichungen 

V v-T j onn . riTz 

geführt und steht so vor dem bekannten Problem aus der Theorie 
der FoUElERschen Reihen. Freilich enthält dieser Gedankengang nur 
dann die volle 'Lösung des Problems, wenn diejenigen Reihen, welche 
aus den für /(*) und F\x) erhaltenen durch zweimalige Differentiation 
entstehen, selbst gleichmäßig konvergieren. 

in. Kapitel. 

Elliptische Differentialgleichungen. 

Die Theorie der elliptischen Differentialgleichungen ist viel gestalten¬ 
reicher als die der hyperbolischen. Es kann sich in dieser einführenden 
Darstellung nur darum handeln, einen Überblick über die Probleätt 
und die Wege zu ihrer Lösung zu geben. Z. B. ist die Potentialtheprie 
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in der Ebene weiter nichts als die 'Iheone der speziellen elliptischen 
Differentialgleichung 




Die Potentialtheorie im Raume untersucht analog die Losungen von 


. du 

Ö ;^2 + ö 3,2 + ^ 2 — Ö 


Es ist auch nicht unsere Absicht hier eine volle Potcntialthcoiic 
zu entwickeln^ Vielmehr wollen wir allerdings vielfach gerade an Hand 
dieser Differentialgleichung einen Überbhek zu gewinnen suchen Dust 
Bevorzugung der Differentialgleichung Au rechtfertigt sich auch 
dadurch daß der Ausdruck einer jeden elhptischen Differentialgleichung 
in der Normalform mit Au begmnt 


§ 1 Die GREENsche Formel 

1 Aufstellung der GREENschen Formel u[x y) und v[x y) seien beide 
in einem gewissen Bereiches und an seinem Rande zwciinil stetig 
differenzierbar Sem Rand bestehe aus emer endlichen An/ahl ge¬ 
schlossener anal57tischer Kurven ^ Dann gewinnt man durch piititUe 
Integration die folgenden Formeln 

(1) Jf uAvdxdy = f (uv^dy --uVydx) — JJ UyVy)c{\>dy 

JB Jt 

(2) ffvAudxdy = J (vu^dy -^vUydx) — + UyVy)d%dy 

B B 

Aus (1) und (2) folgt die GREENsche Formel 

(3) J ^ {uAv^—vAu)dxdy — J {{uv^ — vu^)dy -- {uüy— vUy)dx] 

In (1) (2) (3) ist das Kurvenmtegral so über den Rand zu erstrecken 
daß dabei das Innere zur Lmken bleibt 

Fuhrt man m jedem Randpunkt zwei neue Koordinaten 6 und n 
em so daß die mit der Durchlaufungsnchtung gleichgerichtete Tan¬ 
gente s Achse und die nach innen gerichtete Normale w Achse wiid 
so ist im Punkte x^ y^ 

a; — ^0 = cos s) 5 — sm {x$) n 
y — yo = sin {xs) s + cos (xs) n 

wenn man annimmt daß das Achsenpaar (s w) mit dem Aehsenpaax 
[x y) gleichorientiert ist 


^ Dies kann um so weniger unsere Aufgabe sein als ein bcsondcicr von () I) 
Kellog verfaßter Band dieser Sammlung der Potcntialthconc gcwidnut ist 
2 Die nachstehenden Ergebnisse gelten zum Teil auch unter viel allgcmci 
neren Annahmen über u v und B Wir verfolgen das in dieser einführenden 
Skizze nicht weiter 
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Somit ist 

dx dy dy dx 

ds d%* dsi 


also ist 

_ 

du dudy dudx 

dn dx ds ^ dy ds 

_ _’T-J. 1 * «-«i . 



Führt man s als neue Integrationsvariable ein, so kann man die Green- 
sche Formel auch so schreiben: 


( 4 ) j^ {-u'Av— vAu)dxdy —u^ds. 

2, Die GREENSche Funktion. Trägt man in (4) für « eine beliebige 
reguläre^ Lösung der Gleichtmg Au =0 imd j; = 1 ein, so kommt 

(« 

Eine weitere Anwendung ist diese: Man bestätigt leicht, daß 

bo = iogy 

eine Potentialfunktion ist, d. h. der Potentialgleichung 

Av^ = (i 


genügt. Dabei ist r die positive Entfernung des variablen Punktes x, y 
von einem festen Punkte S,rj, also 

r^ — {x — + {y — riY- 


Diese Potentialfunktion logist" nicht durchweg regulär. Sie weist 

vielmehr bei [x, y) = (f, n) eine Unterbrechung der Stetigkeit auf. 
Ich will nun in (4) 

V = log-^ + t;i 


eintragen, wo v-y eine reguläre Potentialfunktion sein möge. Damit 
die Formel anwendbar wird, muß man einen Bereich zugrunde legen, 
in welchem der Punkt nicht enthalten ist. Einen solchen kann 

man aus einem Bereich B, welcher f, ri enthält, dadurch hersteilen, daß 
man aus ihm eine genügend kleine Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt 
f, rj wegläßt, über deren Rand dann auch das Kurvenintegral zu er¬ 
strecken ist. Somit folgt aus der- GREENschen Formel 



^ Eine im abgeschlosseilen Bereich B zweimal ste"fcig differenzierbare Lösung 
von J 0 nennen wir eine regulStfe Pot4n"tialfünktion. 
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Dabei ist das erste Integral über den Rand (£ des Bereiches B das 
zweite über den Kreis zu erstrecken (Abb 19) Das Kreismtegral ist 
aber 


2« 27t 

0 

Für y -> 0 ist r logy-> 0 Daher wird 

für r -> 0 der erste Summand des ersten 
Integrales zu Null Es ist aber 

d / 1 \ 

— für r-^O 

und daher Wird bei diesem Grenzubergang 
der zweite Summand des ersten Integra 
les 27tu($ rj) Das letzte Integral endhch 
wird für r 0 wieder Null Da dabei 
aber das über den Rand E erstreckte 
Integral nicht beeinflußt wird so kommt heraus 



Abb 10 


( 6 ) 7]) = ~^j{v^£-u^)ds 

J' 

Somit sind wir in der Lage e^ne Potenhalfunkhon tm Inneren emes 
Bereiches durch ihre Werte uni die Werte ihrer Ableitungen am Rande 
des Bereiches darzustellen und wir sind im Einklang mit dem Satze 
von S 340 wonach die Losung durch einen Streifen bestimmt sein 
muß Die Funktion ist wie wir wenigstens für analytische Streifen 
noch von damals wissen durch diesen Streifen eindeutig bestimmt 
Das hat aber hier zur Folge daß man den Randstreifen einer Potential 
funktion welche im Inneren von B regulär sein soU nicht beliebig 

vorschreiben kann Denn auch die Funktion logy mit Unstetigkeits 

punkt im Bereichinneren ist ]a durch ihren Randstreifen bestimmt 
Zu diesem gehört also keine im Inneren des Bereiches reguläre Potential- 
funktion Es erhebt sich also die Frage zu welchen Randstreifen Potential- 
funktionen gehören welche im ganzen Bereichinneren regulär sind Die 
Antwort auf diese Frage gewinnt man durch weitere Speziahsierung 
der Funküon v die bisher bis auf ihre logarithmische Unstetigkeit 
ganz wiUkurhch war Ware es moghch sie so einzunchten daß sie am 
Rande verschwmdet so wurde sich die Formel 


(7) «(I 

ergeben und wir hatten den Satz daß eine in B und an seinem Rande 
reguläre Potentialfunktion durch ihre Randwerte bestimmt ist Eine solche 


§ 1. Die GRBEKsche Formel. 
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Firnktion v wollen wir als GREENsche Funktion des Bereiches be--- 
zeichnen. Wir schreiben 

V = G{x, y; rj), 

um auch ihren Aufpunkt fj) kenntlich zu machen. Dort wird sie 
unendlich wie log—, und am Rande verschwindet sie. Die Frage ist 
aber nun, ob eine solche GREENsche Funktion stets existiert. 

8^ Prinzip des Maximums. Vor der allgemeinen Erörterung dieser 
Frage weise ich auf einen besonderen Fall hin. Es sei z. B. ein Kreis 
vom Radius R vorgelegt und sei sein Mittelpunkt. Dann ist 

v=G{x.y; f|, rj) = logy (f = (x — |)* + (y — rjf). 

Bv ^Bv 1 

Dann wird ^ ~ + V (weil n die innere Normale ist). Wir 

haben somit für den Wert einer Potentialfunktion im Mittelpunkt 
eines Kreises diesen Ausdruck durch die Randwerte 

23t 

(8) u(^,r])=-^^u(R; q>)df. 

0 

Der Wert im Mittelpunkt ist somit das arithmetische Mittel der Randwerte, 
Er ist daher stets Meiner als der größte Randwert und diesem nur dann 
gleich, wenn die Funktion am Rande konstant ist. Schon diese Be¬ 
merkung genügt nun aber, um tatsächlich zu beweisen, daß es nicht 
mehr als eine in einem Bereiche B reguläre Potentialfunktion gibt, 
welche am Rande des Bereiches gegebene Randwerte besitzt, und welche 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist. Denn wenn u-^ und u^ 
zwei in B reguläre Potentialfunktionen gleicher Randwerte sind, so 
ist u-i — eine im Bereiche reguläre einschließlich des Randes stetige 
Potentialfunktion, welche am Rande des Bereiches verschwindet. 
Wäre sie nun nicht im Bereiche überall Null, so müßte sie in seinem 
Inneren ein Maximum oder ein Minimum haben und es ist keine Be¬ 
schränkung der Allgemeinheit anzunehmen, daß es ein positives Maxi¬ 
mum sei. Alsdann schlage man um eine Stelle, wo die Funktion diesem 
Maximum gleich ist, einen dem Bereiche ungehörigen Kreis. Da sie 
im Mittelpunkt dem arithmetischen Mittel der Randwerte gleich ist,, 
ihren größten Wert aber daselbst annimmt, so muß sie am Rande überall 
diesem größten Werte gleich sein. Da dies für jeden Kreis um den' 
Maximumpunkt gilt, so ist sie im größten um diesen in B schlagbaren 
Kreis konstant. Durch Heranziehung weiterer Kreisscheiben schließt 
man hieraus, daß die Funktion im ganzen Bereiche konstant sein muß. 
Da sie aber am Rande verschwindet und im abgeschlossenen Bereiche 
stetig ist, so muß sie auch im Inneren verschwinden. Eirie irn Innern 
des Bereiches B reguläre einschließlich des Randes stetige Potentialfunkiiort 

Biebbrbach, Ditferentlalgielchungen. 8. Aufl. 24 
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also durch ihre Randwerte eindeutig hestimrnt'^ Die gleiche Schluß 
weise fuhrt auch zu dem allgememen Satz daß keine nuhtkonstante 
Potentialfunktion im Inneren eines Regularitatsbereiches ihren größten 
oder kleinsten Wert annmmt Es sei hervorgehoben daß für dics( 
letzten Ergebnisse durch unsere Beweisführung die zu Beginn dusts 
Kapitels (§1) gemachten Annahme über u und B schon wtstnthch 
gelockert erscheinen 

Zur Entscheidung der Frage ob eine Potentialfunktion duieh ihre 
Randwerte bestimmt ist haben wir die GREENschc Funktion in ihrer 
Allgemeinheit nicht notig Sie kann aber dazu dienen du I unktion 
in ihrer Bestimmtheit durch die Randwerte wirklich aufzuschrcib« n Da 
bei erhebt sich aber dann die weitere Frage ob etwa diese Randwerte 
willkurhch vorgeschneben werden können ob es also Potentialf unktione n 
gibt die im Inneren von B regulär sind und die am Rande von B ge 
gebene Werte haben ^ 

§ 2 Die erste Randwertaufgabe 

1 Das PoissoNsche Integral Die eben formulierte Aufgabe nennt 
man die erste Randwertaufgabe Sie entspricht der ersten Randwcit 
aufgabe mit der wir uns schon bei den gewöhnlichen Differentid 
gleichungen befaßt haben Damals waren bei der ersten Randwert 
aufgabe die Werte der Funktion an den Rändern (Enden) eines Inter 
valles gegeben Bei anderen Randwertaufgaben kamen auch noch du 
Randwerte der Ableitungen vor Solche Probleme haben auch hur 
Analoga 

Am einfachsten gehngt nun die Losung der ersten Randwertaufgabt 
im Falle des Kreises Ich wähle den Kreis \ z\ <R der kompU Xi n 
z-Ebene [z = x + ly) und befasse mich zunächst mit dtr Konstruktion 
der GREENschen Funktion Man wird am leichtesten durch du folg« nd« 
heuristische Betrachtung darauf geführt Es ist aus der Funktionen 
theone geläufig daß jede zweimal differenzierbare Potcntulfunktion 
Realteil einer bis auf eine rein imaginäre additive Konstante bt stimmte n 
anal 5 d:ischen Funktion der komplexen Variablen ;? = a? + «y ist* So 
gibt es auch zur GREENschen Funktion G{x y rj) eine konjugiert« 
Potentialfunktion H(x y ^ri), so daß G + iH eine analytische Funk- 


^ Wird nicht Stetigkeit im abgeschlossenen Bereich verlangt so gilt (litHtr 
Satz nicht vnez B die Funktion u^J(z) = y (z^x + iy) in der XIiHk btn« 
y > 0 lehrt 

2 Potentialfunkhonen zu verlangen die xm abgeschlossenen B regulär Bind 
und die am Rande von B gegebene Werte besitzen würde sieb als om< zu weut 
gebende Forderung erweisen 

Sie ist somit beliebig oft stetig differenzierbar Vgl mein Lehrbuch dtr 
Funktionentbeone 3 Aufl Bd I S 36 
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tion /(z) ist. Auch 6-/W = q>(z) ist eine analytische Funktion und dann 
ist G = — loglg3(z) |. Somit ist (p(z) eine im abgeschlossenen Kreise 
reguläre analytische Funktion, welche an seinem Rande den konstanten 
absoluten Betrag Eins hat und welche im Punkt? C = i + irj des¬ 
selben verschwindet. Denn jeder Nullstelle von q>(x) würde eine Un¬ 
stetigkeitsstelle von G entsprechen. An der Stelle i hat qi eine einfache 
Nullstelle. Denn dort ist 

G = log-^ 4- reguläre Funktion. 

Also 

f{z) = G-\-iH = log + reguläre Funktion, 

Also 

ertw = q,(z) = (z - 0(1-1- iß(z - 0). 

(z — 0 bedeutet wieder eine Potenzreihe, 

(p (z) hat dort zudem eine einfache Nullstelle und hat keine anderen 
Nullstellen im Bereiche. Die Funktion w =ip{z) leistet somit eine 
schlichte Abbildung^ des Kreises auf den Kreis 1[ < 1. Daher muß 

q>{z) eine lineare Funktion sein, und zwar ist <p{z) = — ~P die ge- 

wünschte lineare Funktion. Sie ist nicht die einzige, die unseren Zwecken 
genügt. Man erhält andere, wenn man die angegebene mit einer Zahl 
vom Betrage Eins multipliziert. Aber diese führen natürlich zu der¬ 
selben GREENschen Funktion. Für diese findet man somit die Dar¬ 
stellung 

(9) G{x,y; 7]) = - log = y) • 

Man verifiziert leicht, daß die auf diesem heuristischen Weg gefundene, 
durch (9) dargestellte Funktion wirklich alle Eigenschaften der Geeen- 
schen Funktion besitzt. Als Realteil einer analytischen Funktion ge¬ 
nügt G der Gleichung AG = 0. Bei z = f ist 

G = log -b reguläre Funktion. 

Am Rande ist G = 0. Denn dort ist [ = 1. Am Rande ist nämlich 
z = Re**. Also 

R(Re**-i) ^ Re**~ i ^ Re** - ^ ^ 

R*~^Re** , {Re~** — '^e** Re-** — l ' 

1 Das ScHWARZSche Spiegelungsprinzip (vgl. mein Lehrbuch der Funktionen- 
theorie 3. Aufl., Bd. I, S, 226) lehrt, daß <p{z) durch Spiegelung in das Kreisäußere 

. . 

analytisch fortgesetzt werden kann und daß es bei -j- einen 6infaoh.en Pol hat, 

sonst aber regulär ist. Also ist q){z) rational, wie jede bis auf Pole in der ganzen 
Ebene reguläre Funktion. Da (p[z) nur eine dazu einfache Nullstelle'hat, so ist 
es linear. 


24* 
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Denn zwei konjugiert imaginäre Zahlen haben denselben absoluten 
Betrag Zior Losung der ersten Randwertaufgabe durch die Formel (7) 
benötigen wur nun noch die Ableitung der GREENschen Funktion nach 

der nach innen gerichteten Normalen 

dG 

Setzt man z = re* f so ist weiter nichts als die negative Ab 
leitung von G nach r gebildet fvr r = R Da liefert aber die Rechnung 
das Ergebnis 

^ dG fiä-ICl® 

(lö) dn~ R\ -?| 

Setzt man noch C = so kann man nach dem Kosinussatz der 

Trigonometne auch schreiben 

dG _ _ R —Q* _ 

Tn R{R* + q* — 2 R e cos 

und somit wird die erste Randwertaufgabe durch das folgende PoissoN 
sehe Integral gelost 

( 11 ) ~ YnJ •ß^+e“ —2 Ä e cos — 95 ) ^ 

0 

Freilich ist diese Formel bisher nur unter der Voraussetzung bc 
wiesen daß es eine reguläre Potentialfunktion gibt welche die ge 
gebenen Randwerte besitzt Aber man kann nun nachträglich unter 
ziemhch aJlgememen Annahmen über die Randweitc zagen ^ daß das 
PoissoNsche Integral eine wenigstens im Bercichinncren legulare Po 
tentialfunktion darstellt weldic die gegebenen Randwerte besitzt Da 
zu wurde z B die Annahme ausreichen daß die Randwerte ablcilungs 
weise stetig smd 

2 Existenzbeweis Ich ziehe es indessen vor auf einem etwas 
anderen Wege die Existenz emer Potentialfunktion mit gegebenen 
Randwerten nachzuweisen Ich betrachte dazu eine anal 3 d;ische Funk 
tion deren Realteü die gesuchte Potentialfunktion mit den gegebenen 
Randwerten sem soll Da diese analytische Funktion nun im Kreise 
regulär ist so kann man sie in eine in diesem Kreise konvergente Potenz- 
redie entwickeln Dann hat man also eine Potenzreihe dieser Form 

(12) ^ aift {^n ~ "I" * ®n) 

Ihr Realted ist die gesuchte Potentialfunktion Für diese hat man 
daher die Reihe 

(13) 2J r“ « cos M 95 — a„' sm n <p) 

Für r = 1? ist dies eme trigonometrische Reihe welche die gegebenen 

^ Vgl z B den in meinem Lehrbuch, der Funktionentheorie Bd II S 71 
durchgefuhrten Beweis 
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Randwerte darstellt, falls sie da noch konvergiert. Es ist auch leicht 
zu sehen, daß jede Reihe (13) in ihrem Konvergenzkreis eine Potential¬ 
funktion darstellt. Ohne weiteres leuchtet das in dem Falle ein, wo 
auch die konjugierte Reihe 

(14) i 2] « sin n 99]+ < cos n 9 ?) 

konvergiert. Dann ist nämlich die Summe beider die Potenzreihe ( 12 ), 
welche eine analytische Ftonktion darstellt, deren Realteil jene Reihe 
ist. Nur dieser Fall ist für das Folgende nötig. Ich nehme nun an, die 
Randwerte seien so beschaffen, daß die sie darstellende Fourier- 
sche Reihe (13) die nötigen Konvergenzeigenschaften hat. Das ist 
z* B. dann der Fall, wenn die Randwerte als Funktion von (p mit ihren 
Ableitungen der beiden ersten Ordnungen stetig sind. Alsdann folgt 
aus der Integraldarstellung der Koeffizienten, daß ihre Summe wie 

1 

^ konvergiert^. Und daraus ergibt sich, daß auch die konjugierte 

Reihe und damit die Potenzreihe im abgeschlossenen Kreise ] « ] ^ i? 
gleichmäßig konvergiert. 

Daher konvergiert auch die Reihe, welche die Potentialfunktion 
darstellt, im abgeschlossenen Kreise j z j ^ R gleichmäßig und stellt 
daher eine im abgeschlossenen Kreise stetige Potentialfunktiön dar. 
Sie besitzt daher die gegebenen Randwerte, und die Randwertaufgabe 
ist für diesen allerdings ziemlich speziellen Fall gelöst. Dieser Weg 
ist mancherlei Verallgemeinerungen fähig. Ich will aber diesen Betrach¬ 
tungen nicht nachgehen, sondern nur noch das weitestgehende Resultat 
erwähnen, über das man heute verfügt: Wenn die Randwerte durch 
irgendeine im Lebesguescäsw Sinne integrierhare Funktion gegeben sind, 
so stellt das Poissonscäc Integral im Kreisinneren eine reguläre Potential¬ 
funktion dar, welche hei radialer Annäherung an einen, nickt einer ge¬ 
wissen Ausnahmemenge vom Maß Null angehörigen Randpunkt den ge¬ 
gebenen Randwerten zustrebt. 

8. Allgemeine Bereiche. Soviel über die Lösung der ersten Rand¬ 
wertaufgabe für den Kreis. Nun ist leicht zu sehen, daß damit die erste 
Randwertaufgabe auch für alle diejenigen einfachzusammenhängenden 
Bereiche gelöst ist, die man auf die Fläche eines Kreises so konform 
abbilden kann, daß dabei der analytische Charakter der Abbüdung 
am Rande gewahrt bleibt. Dies trifft für aUe von geschlossenen ana¬ 
lytischen Kurven begrenzte Bereiche zu^. Denn wenn w ^jz, C) 
diejenige analytische Funktion ist, welche den Bereich so auf | | < 1 

abbildet, daß dabei der Aufpunkt C in w == 0 übergeht, so ist 

_log 1 C 1 die GKEENSche Funktion des Bereiches, und man kann 

eine dem PoiSSONSchen Integral ähnliche Formel ansetzen®. 


Vgl. meinen Leitfaden der Integralreclinnng 3. Aufl. S. 81. 

* mL vgl. hier and im Folgenden Bd. II meines Lehrt, d. Fnnktionentheone. 
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Man kann aber auch die Lösbarkeit der Randwertaufgabe sofort für 
alle die Bereiche erschließen die sich so umkehrbar eindeutig kon 
form auf eine Kreisfläche abbilden lassen daß die Abbildung im ab¬ 
geschlossenen Bereich stetig ist Durch die Abbüdung w ^ cp geht 
der Rand des Bereiches in stetiger Weise in die Peripherie des Krtiscs 
über Die am Rande des Bereiches vorgeschriebenen Randwerte gehen 
somit in bestimmte Werte am Rande des Kreises über Man lose mit 
diesen Randwerten die Randwertaufgabe für den Kreis Diese Poten- 
tialfunktion ist Realteil einer analytischen Funktion Dann ist 

^p{(p{z 0) eiue im Bereiche analytische Funktion deren Realteil eine 
Potentialfunktion ist welche die gegebenen Randwerte besitzt 

Da man nun aber heute aus der Theorie der konformen Abbildung 
weiß daß man ]eden von einer JoRDANschen Kurve d h einer stetigen 
Kurve ohne Selbstuberschneidungen begrenzten Bereich auf einen 
Kreis so konform abbilden kann daß auch am Rande noch die Stetig¬ 
keit der Abbildung gewahrt bleibt so ist auch für solche Bereiche die 
erste Randwertaufgabe lösbar für Randwerte welche den gUich€n 
Bedmgungen genügen wie sie beim Kreise angegeben wurden 

4 Bemerkungen 1 Dem direkten Beweis daß das PoissoNSche Integral 
zum Beispiel für stetige Randwerte eine Potentialfunktion dieser Randwerte 
darstellt liegen folgende Gedanken zugrunde Zunächst ergibt sich durch l^iffo 
rentiation unter dem Integralzeichen daß eine Potentialfunktion vorliogt Daß 
sie aber die gegebenen Randwerte besitzt zeigt man so Durch konforme Ab 
Bildung wird aus einer Potentialfunktion wieder emo Potentialfunktion Soll m itt 
nun in einem Punkte P der einem Peripheriepunkte nahe hegt die Potential 
funktion berechnen um zu erkennen daß sie daselbst von dem vorgcschriebtntn 
Randwerte nur wenig abweicht so mache man eine konforme Abbildung den 
Kreises die P in den Mittelpunkt uberfuhrt Der Wert im Mittelpunkt wird dann 
das arithmetische Mittel der durch die Abbildung abgeänderten Randwerte Bt i 
dieser Abbildung geht nun aber ein gewisses Kreisbüschel in die Ger idtn cluich 
den Mittelpunkt über Es sind die Kreise welche durch P gehen und die Pen 
pherie senkrecht durchsetzen Die Winkel welche sie in P miteinander bilden 
sind den Winkeln ihrer geradlinigen Bilder im Mittelpunkt gleich Jo näher nun 
P an der Peripherie liegt um so größer ist der Wmkolraum derjenigen Gera<ltn 
welche aus Kreisen her Vorgehen welche in der Nähe von P die Peripherie tr< ffen 
Die verpflanzten Randwerte werden also auf sehr großen Bogen der Pcripheru 
nahezu dem Wert gleich sein welcher in dem P benachbarten Periphcnepunkt 
vorgeschrieben ist und das arithmetische Mittel wird also auch diesem Wert um 
so mehr gleichkommen je näher P an dem Rande liegt 

2 H A Schwarz dem die Theorie der Potentialfunktioncn so viel zu danken 
hat hat als erster die Lösbarkeit der Randwertaufgabe für allgemeinere Klasstn 
von Bereichen auf einem Wege erkannt den wir noch kurz skizzieren wollen 
Es ist die berühmte Methode des aUeymerenden Verfahrens Sie ist auf Bereiche 
zugeschnitten die man mit endlich vielen anderen dachziegolarlig so bedecken 
kann daß für jeden dieser Ziegel die Randwertaufgabe lösbar ist Die Ziegel dürfe n 
dabei nicht über den Bereichrand hinübergreifen Die Methode ist üso z B 
anwendbar wenn der Rand aus endlich vielen Bogen analytischer Kurven be 
steht Denn eine analytische Kurve ist dadurch definiert daß man sie durch eine 
in ihrer Umgebung analytische Punktion auf ein Stück einer geraden 1 inie ab 
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bilden kann^v, Dadurch geht aber auch ein gewisser an einem genügend kleiheii 
Bogen dersejtbcn nach dem Bereichinneren zu gelegener Bereich in einen Halb-, 
kreis über, den man dann leicht auf eiuen Vollkreis abbilden kannv.Nehinen wir 
also nun einen Bereich an, der von endlich vielen solcher Ziegel bedeckt ist. Dann 
ist offenbar nur zu zeigen, daß .man auch 
für einen aus zwei solchen Ziegeln auf¬ 
gebauten Bereich die Randwertaufgabe 
lösen kann. Und da setzt nun das alter¬ 
nierende Verfahren ein. In Abb. 20 sind 
zwei solche Dachziegel gezeichnet. Wir 
sehen vier Kurvenstücke. Auf und 
sind Randwerte gegeben, zu denen eine 
im großen Bereich reguläre Potentialfunk¬ 
tion konstruiert werden soll. Man gebe 
zunächst auf irgendwelche Randwerte Abb. 20. 

vor, so daß dann auf Xj_ eine ste¬ 

tige Randfunktion des linken Ziegels gegeben ist. Man bestimme die in diesem 
Ziegel reguläre Funktion, welche die erwähnten Randwerte hat. Diese Funktion 
hat auf gewisse Werte, die die auf L 4 , schon gegebenen zu stetigen Rand¬ 
werten am rechten Ziegel ergänzen. Mit diesen Randwerten löse man für den rech¬ 
ten Ziegel die Randwertaufgabe und erhält eine Funktion u^, die wieder auf X 3 
gewisse Werte hat, die die auf gegebenen zu Randwerten am linken Ziegel 
ergänzen. Mit diesen löse man wieder die Randwertaufgabe für den linken Ziegel 
und fahre so immer mit beiden Ziegeln abwechselnd fort. Dann konvergieren die 
so erhaltenen Potentialfunktionen in einem jeden Ziegel gegen eine Potential¬ 
funktion, und beide Grenzfunktionen stimmen in dem, beiden Ziegeln gemein¬ 
samen Gebiete überein, so daß wir also eine im großen Bereich reguläre Potential¬ 
funktion mit den gegebenen Randwerten erhalten haben. 

3. Älter noch als diese Methode ist die Methode des DiRiCHLEXschen Prinzips. 
Sie beruht auf der Betrachtung des Variationsproblems 

D («,«) = JJ{(ij)V (1^)} iy = Min. 

B 

Die Aufgabe ist die: Man soll eine in einem Bereich B zweimal stetig diffe- 
irenzierbare Funktion finden, welche diesem Integral einen kleineren \Vert erteilt 
als alle anderen zw^eimal stetig differenzierbaren Funktionen, welche am Rande 
von B dieselben Werte haben wie die gesuchte. Wehn es eine solche Lösung gibt, so 
schließt man ähnUch wie auf S. 191/192, daß die betreffende Funktion der Gleichung 
Jw 0 genügen muß. Es ist aber nicht von vornherein einleuchtend, daß es 
unter allen Funktionen gegebener Randwerte eine gibt, welche dem Integr^ 
einen kleineren Wert erteilt als die übrigen. Schlußmethoden, welche von der 
Evidenz dieser Tatsache ausgingen, wurden durch die Kritik von Weierstrass 
zu Fall gebracht. Inzwischen aber ist es im Anschluß daran Hilbert gelungen, 
den fehlenden Existenzbeweis nachzutragen. Es gibt somit unter allen in einem 
Bereiche zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit gegebenen Rantjwerten 
eine, welche dem DiRiCHLETschen Integral einen möglichst kleinen Wert erteilt. 
Das ist die Potential'funktion, welche diese Randwerte besitzt. Auf den Beweis 
will ich nicht näher eingehen, zumal ja ein anderes Buch dieser Sammlung sich 
ausführlich mit diesen Dingen beschäftigt, (Vgl. Courant-Hilbbrt; Methoden 
der mathematischen Physik,) 

Sehr einfach ist es allerdings, einzusehen, daß eine am Rande reguläre Potential- 

1 Ihre Koordinaten sind also analytische Funktionen eines reellen P^ram^ters t . 
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funktion dem DiniCHLBXschen Integral einen Memeren Wert erteilt als jede 
andere reguläre Funktion gleicher Randwerte Denn sei u eine Potentialfunktion 
und u-]rv irgendeine andere regulä.re Funktion gleicher Randwerte also «; = 0 
am Rande dann ist 


t# + ü) =a D(« «) 4-2D(«?;) +D(z; ü) 


Hier ist 

D{u V) =X/(« 

gesetzt Nun ist aber nach S 366 


Vy) dxdy 


dx dy ^^v(Ug^dy ^Uydx) fj Jw V dx dy 

Hier ist das Lmienintegral über den Bereichrand zu erstrecken Da hier v = 0 
ist so ist es Null und wegen Au ^0 verschwindet auch das Doppehntegral 
Also ist 

D (k + u u-^v) = D (« u)-\- v) > D{u u) 

4 Auf einem ganz anderen Wege haben kürzlich Perron und Remak die 
Randwertaufgabe gelost^ Sie gewmnen die Potentialfunktion als untere Grenze 
derjemgen stetigen Funktionen die am Rande zu große Werte annehmen und 
im Inneren eines jeden Teilkreises des Bereiches großer sind als das PoissoNsche 
Integral das auf dem Kreis mit der Funktion ubereinstimmt 

6 Schon 1914 hat Le Roux^ das Problem der Potentialtheorie aus dem 
analogen für Differenz ngleichungen durch Grenzubergang behandelt Dazu 
wird der B reich mit einem Quadratnetz b deckt und werden Funktionen ge 
sucht deren Wert in jedem Netzpunkt das arithmetische Mittel aus den Werten 
m den vier nächst benachbarten Netzpunkten ist wahrend in den am Rand 
des Netzes gelegenen Punkten vorgegeb ne Werte verwendet werden 

5 Existenz der GREENSchen Funktion Durch eine jede dieser 
Methoden erscheint nun auch die Existenz der GREENschen Funktion 
von Au =0 sichergestellt Denn nach ihrer auf S 369 gegebenen Defi¬ 
nition lauft ihre Bestimmung auf die Berechnung einer im Bereiche 

regulären Funktion hinaus deren Randwerte die von log — zu Null 

ergänzen Mit der Losung der ersten Randwertaufgabe ist also auch 
die Existenz der GREENschen Funktion gesichert Sie spielt für die 
Gleichung Au=0 eine analoge Rolle wie die früher eingefuhrte 
GREENsche Funktion eines Randwertprohlemes einer gewohidichen 
Differentialgleichung Eme Anwendung mag das noch erhärten Es 
möge sich darum handeln diejenige Losung der inhomogenen Gleichung 

(15) Au=l{x y) 

zu bestimmen welche am Rande des Bereiches gegebene Werte be 
sitzt Zu dem Zweck bezeichne ich mit die Potentialfunktion welche 
diese Randwerte besitzt und setze u = Uq Dann genügt 
wieder der Differentialgleichung (15) und hat die Randwerte Null 
Nur um die Bestimmung von handelt es sich also noch Ich knüpfe 
an die GREENsche Eormel S 366 an und setze dann für u die gesuchte 


1 Perron Math Zeitschr Bd 18 1923 Remak Math Zeitschr Bd 18 1924 
* Liouv Journal 110 (1914) 
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§ 3. Die Differentialgleichung Au + ku — O. 

Lösung «1 von (15) ein. für v wähle ich die GREENSche Funktion, die ich 
wieder in der Form G = log -7 + schreibe. Dann muß man zunächst 
wieder um den Aufpunkt (|, ij) der GsEENschen Funktion einen kleinen 
Kreis sdilagen, sein Inneres vom Bereich weglassen, im Doppehntegral 
über diesen Restbereich und im Kurvenintegral über seinen vollen 
Rand integrieren. Das Kreismtegral wird ganz auf dieselbe Weise wie 
S. 368 berechnet, und man findet dafür den Wert 

Das Randintegral wird zu Null und das Doppelintegral zu 

— jj G-fdxdy, 

und so hat man diese Darstellung der Lösung unserer Aufgabe 

G{x.y; f{x,y)dxdy. 

Sie ist abgeleitet unter der Voraussetzung, daß eine reguläre Lösung 
ejdstiert und daß die GREENsche Funktion am Rande regul^ ist. 
Man Trann aber hinterher verifizieren, daß % der Differentidgleichung 
unter viel allgemeineren Voraussetzungen genügt. Das gelingt durch 
direktes Differenzieren, wie der Leser selbst nachprüfen möge. 

§ 3. Die Differentialgleichung Au±Xa = 0. 

1. Zusammenhang mit der Theorie der Integralgleichungen. Wir legen 
uns für diese Differentialgleichung wieder die erste Randwertaufgabe 
vor. Von vornherein wird man erwarten, daß wie bei der ersten Rand¬ 
wertaufgabe bei gewöhnUchen Differentialgleichungen nicht iminer eine 
nicht identisch verschwindende Lösung existiert. Wir können mit Hilfe 
der uns zur Verfügung stehenden Methoden einen vollen Einblick m 
die Verhältnisse gewinnen. Nach den Schlußbetrachtungen des voripn 
Paragraphen genügt nämlich jede im abgeschlossenen Bereiche B stetige, 
am Rande dessdben verschwindende Lösung von 

(10) Au-\- = Q 

der linearen homogenen Integralgleichung^ 

(16') ul$,ri)=-^^[G(x,y,i,ri)u{x,y)dxdy. 

B 

Aus der Theorie derselben folgt der volle AufscMuß über uiiser 
Randwertproblem. Sie ergibt ein ähnliches Ergebnis wie dasjenige, 

^ Durch Differenzieren unter dem Doppelintegral kann man hieran den 
Schluß ziehen, daß u zweimal stetig differenzierbar ist. 



878 


IV 3 Elliptische Differentialgleichungen 

welches uns bei der Sturm LiouviLLEschen Aufgabe begegnete Nur für 
gewisse Werte des Parameters A die sogenannten Eigenwerte ist das 
Problem durch eine nicht überall in B verschwindende im Inneren 
weimal stetig differenzierbare im abgeschlossenen Bereich stetige 
Funktion lösbar Daß diese Eigenwerte samthch positiv sind ist von 
vornherein leicht einzusehen Denn nehmen wir an zu einem negativen 
Werte von A gehöre eme Eigenfunktion welche im Bereiche irgendwo 
ein positives Maximum besitze Dann ist emmal nach den Regeln der 
Differentialrechnung in diesem Punkte andererseits aber wegen 

A < 0 und M > 0 auch A« < 0 so daß an dieser Stelle die Summe 
beider nicht Null sein konnte Also sind alle reeUen Eigenwerte posiüv 
oder Nun A = 0 ist aber nach dem uns über Au = (i bereits Bekannten 
sicher kein Eigenwert Also sind alle Eigenwerte positiv Die Eigenwerte 
Aj. sind weiter alle reell und häufen sich nirgends im Endlichen ]a sie 

sind so verteilt daß konvergiert Dies sowie die Existenz der 
Eigenwerte entnehmen wir der Theorie der linearen Integralgleichungen 
Wegen der sonsügen Behauptungen lese man E Schmidt Annalen 
Bd 63 nach Das gdt auch für die m dem nun folgenden Absatz ange 
führten Tatsachen Man vgl auch Courant Hilbert Methoden der 
mathematischen Physik 

Zu jedem Eigenwert gehören endlich viele linear unabhängige 
Eigenfunktionen und man darf annehmen daß dieselben zuemander 
orthogon^ smd Ebenso smd die zu verschiedenen Eigenwerten ge 
hongen Eigenfunktionen orthogonal d h es ist 

IJ 9n (x y) (p^{x y) dxdy = 0 

und man hat den Entwicklungssatz wonach man jede zweimal stetig 
^ferenzierbare am Rande verschwindende Funktion in eine nach 
Eigenfunktionen fortschreitende Reihe entwickeln kann Denn jede 
zweimal stetig differenzierbare Funktion (p(x y) welche am Bereich 
rand verschiedet kann man mit Hilfe der GREENschen Funktion also 
des Kernes der Integralgleichung so darstellen 

rj) = ~ JJG[x y I rj)f{x y)dxdy 
Dabei ist f[x y) = A<p gesetzt 

2 Differentialgleichung der schwingenden Membran Ich will nun 
1^ Folgerangen aus der allgememen Theorie durch em weiteres Em 
gehen auf die Besonderheiten der Differentialgleichung (16) noch etwas 
6rganz6ii 

Zuna^st will ich auf das physikalische Problem hmweisen dem 
diese Differenüalgleichung entsprmgt Es ist das Problem der Schwin 
gungen emer Membran die an ihrem Rande eingespannt ist An sich 
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werden diese Schwingungen durch die Differentialgleichung 


beschrieben Dabei ist eine von Spannungszustand und Material 
abhängige Konstante Ähnlich wie S 364 bei der schwingenden Saite 
fuhrt der Ansatz 

^ = cos + h) u(x y) [k und h konstant) 

zur Trennung der Variablen Er liefert für u{x y) die Differential 
gleichung 

Au + '^u 

die also mit der hier betrachteten ubereinstimmt 

Aus den hieraus gefundenen Einzellosungen d i den Eigenfunktionen 
setzt man genau wie bei der schwingenden Saite allgemeinere Losungen 
additiv zusammen Dem Entwicklungssatz entspricht wieder die Auf 
gäbe eine solche Losung den Anfangsbedingungen anzupassen 

3 Spezialfall des Quadrates Des weiteren will ich in einem speziellen 
Fall die Losungen des Problems wirklich angeben Es sei der Fall 
der quadratischen Membran Hier hegt es nahe in (13) den Ansatz 
u fi^x) g{y) zu machen Man nimmt dabei an daß das Quadrat 
parallel zu den Koordinatenachsen orientiert ist 

Dadurch findet man für / und g die beiden Differentialgleichungen 

/ ' + = 0 g' = 0 wo a + = A 

und schließt so daß die folgenden Losungen in Betracht kommen 
u = (c^ cos + Cg sin ^?^) cos by +■ sin by) 

Das Quadrat sei nun von den Geraden 

x = 0 y = 0 x = 7t y = jr 

begrenzt Sollen dann die Losungen am Rande des Quadrates ver 
schwinden so zeigt sich daß allein noch 

(17) csmaxsmby 

übrig bleibt und daß dabei a = m und b ^ n sein muß wo w und n 
ganze Zahlen sind Für X kommen somit nur die Werte 

in Betracht Das sind die Eigenwerte Freilich steht zunächst noch 
dahin ob wir so alle Eigenwerte gefunden haben Dies aber folgt 
daraus daß man willkürliche Funktionen nach unseren Eigenfunktionen 
(17) entwickeln kann Ein solcher Entwicklungssatz gilt namhch nach 
der Theorie der Integralgleichungen nur für das vollständige System 
aller Eigenfunktionen Tatsächlich aber laßt sich ganz analog wie in 
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der Theone der FouRiERschen Reihen beweisen daß man lede zweimal 
stetig diff^enzierbaxe Funktion/(:« y) welche am Rande des Quadrates 
verschwmdet m eine Reihe 

f{x y) — JSCm n sm mx sin ny 
entwickeln kann deren Koeffizienten 


T 7t 

n ~ y) fnxsainy dxdy 

0 0 ^ 


smd Wm fmden auch hier bestätigt daß verschiedene Eigenfunktionen 
zueinander orthogonal smd denn es ist ja 

T TZ 

^/sm »Mi; sm ny sm kxsm lydx dy 

= J smmxsm kx dx S smnysmlydy = 0 

faUs enWer oder m +1“ ist Zum gleichen Eigenwert 

Z =,M +M gehören offenbar alle die Eigenfunküonen sin»M*sin»»v 
für welche A - »m* + m® den gleichen Wert hat Zur gleichen durch 
den Eigenwert besti^ten Schwmgungsdauer gehören daher oft mehrere 
ear una hängige Eigenfunktionen Auch deren Imeare Kombmationen 
T Schwmgungsdauer Sucht man diejemgen Stellen 

hSTsdhr^"!^ 7^-^ wahrend der ganzen Schwmgung Ruhe 

d^^AbL+n^° :^ote^en der Schwmgung so erhalt man die m 
^Klangfiguren bekannten Kurven deren 
nSSf ?, Aussehen dem Umstande entsprmgt daß zu einem und 
demselben Eigenwert verschiedene Eigenfunktionen gehören können 

Eigenwerte Ich wende mich nun wieder allge- 
m^eren Fragen zu [und steUe mir die Aufsabe Aufschluß über L 

EflSlft ^om GeUet zu gemnnen 

^h^delt si(* hier um die Übertragung derjemgen Ergebmsse welche 

w fimher a^hch des OsziUationstheorems über die Verteüung der 

nSSS +hy=(i gewonnen haLn 

Neuen^gs smdm der uns hier beschäftigenden Frage durch Arbeiten 

d^ln ^ + r COÜRAOT* erhebhehe Fortschritte erzielt worden um 

roTTP 4 ^ handeln soll Ich benchte über die von 

Courant entwickelte Methode der Variaüonsrechnung Diese Be 

Tr Vanationsproblem beruhen auf dem folgenden Satz 
Denkt mara ch dte E^genweHe der Große nach geordnet und daiiet jeden 

1 Weyl H Math Ann Bd 71 Grelles Joum Bd 141 143 
Courant R Math Zeitschr Bd 7 
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Eigenwert seiner Vielfachheit^ nach auf geschrieben ^ ^ 

der n-te Eigenwert der kleinste Wert, welchen das DirichletscA^ 

Integral 

B 

annehmen kann, wenn zum Vergleich alle im abgeschlossenen Bereich 
stetigen und mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehenen am 
Rande verschwindenden Funktionen zugelassen werden, welche den weiteren 
Bedingungen 

(18) JJ 9? % = 0, (i = 1, . . . , ^ — 1) 

B 

(19) ff<p^dxdy = l 

B 

genügen. Die Ui sind dabei die zu den gehörigen durch 

JJ u^dxdy = 1 ; 

B 

normierten Eigenfunktionen, wobei also jetzt jedem Xi gerade eine Eigen-- 
funkÜQn zugeordnet ist. Das Minimum von D[cp,cp) wird für die n-te 
Eigenfunktion u^ angenommen. 

Der Beweis dieses Satzes kann folgendermaßen geführt werden: 
Ans (1) von S. 366 folgt^j 

D{(p,9>)\= — ^<pA(pdxdy. 

Wir bedienen uns nun der sogenannten VoUständigkeitsrelation der 
Integralgleichungstheorie. Sie lehrt, daß 

( 20 ) JJ<pA(pdxdy=2]JJ(pUidxdy-JjA(p^Uidxdy, 

B iB B 

Allgemein lautet die Vollständigkeitsrelation 

( 21 ) ^f/(x,yy/,ix,y)dxd'iy=2jfffMi‘ixdy^fgUidxdy. 

Sie ergibt sich aus der Entwicklung von / nach den Eigenfunktionen 

( 22 ) 

Denn hier ist wegen der Orthogonalität derselbeyi 

Oi = SJf*tiäxdy. 

B 

^ Das ist die Zahl der linear unabhängigen zu ihm gehörigen Eigenfunktionen. 
Daß diese Anzahl endlich ist, wird, in der Theorie der Integralgleichungen be^ 
wiesen. Man vgl. (16'). Siehe z. B. E. Schmidt; Math. Ann. Bd. 63, S. 44Ö. 

* B möge wie S. 366 von endlich vielen analytischen Kurven begrenzt sein. 
Daran werde in der Folge festgehalten. 
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Miiltipliziert man ( 22 ) mit g und integriert über B bo hat man die 
Formel ( 21 ) Nun ist aber wegen des Verschwindens von cp und am 
Rande nach der GREENschen Formel (3) von S 366 

SJ^<p dx dy = // cp Auj^dx dy ^ SJ cpu^dx dy 

B B B 

Somit wird 

(23) 9)=i:K[n<P^dxiyY 

2 - B 

Nun ist aber nach der Vollstandigkeitsrelation wegen ( 21 ) 

1 =// (p’^dxdy=2^<Jjq)u,ixiyY 

B % B 

Weiter aber ist nach (18) 

j^<pu,dxdy = (i für t = 1 2 n — l 

JB 

Daher wird 

D(95 

Das Gleichheitszeichen kann hierbei nur stehen wenn in (23) nur 
eines der Integrale von Null verschieden ist welche zu den gleichen 
Eigenwerten gehören Dann ist aber wegen des Entwicklungssatzes cp 
eine der zugehörigen Eigenfuhktionen für die also allein das lyTmimnTn 
angenommen wird Courant hat diese schon langer bekannte Extremal- 
eigenschaft der Eigenfunktion so umgestaltet daß sie für die weiteren 
Schlüsse brauchbar wurd Sie krankt namhch noch an dem Ubelstand 
daß man zur Charaktensierung der «ten Eigenfunktion sich auf die 
Eigenfunktionen mit kleinerer Nummer beziehen muß Zu dieser Um¬ 
gestaltung gelangt man durch die folgenden Überlegungen Statt der 
Nebenbedingungen ( 12 ) (19) wollen wir der Funktion (p die Zusatz- 
bedmgungen (19) und 

(24) ^ fv^dxdy = (t = 1 2 ,»- 1) 

B 

auferlegen Dabei sollen die t/, irgendwelche in B stetige Funktionen 
sein Für hiernach zulässige Funktionen <p besitzt das Integral D{<p (p) 
eme untere Grenze welche von den abhangt und daher 

mit d(vi v„_i) bezeichnet werden soll Dann ist 

(^1 ^A„ = d («1 «„_i) 

Zum Beweise ist nur zu zeigen daß man bei beliebiger Wahl der 
i'i eme Funktion tp bestimmen kann für die D{<p <p) ^ ist 

Eine solche Funktion <p kann man z B als hneare Verbindung 

(26) 9? = Ci «1 + + 

der M, hersteUen Denn die ihr aufzuerlegenden Bedmgungen (24) und 
(19) bedeuten « — 1 hneare homogene Gleichungen für die c<(» = 1 
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2 n) nebst der Gleichung = 1 Dem kann man aber durch 
passende stets genügen Die Funktion (25) verschwindet auch am 
Rande und ist wie die Eigenfunktionen zweimal stetig differenzierbar 
Für sie wird aber nach (23) 

D[cp (p)= SK c? 

^ = l 

Also ist D[cp (p) ^ wegen 2,^, ^ und = 1 So 

mit haben wir den folgenden Satz Es seten tn B stehge 

Funkhonen und d{Vi sei die untere Grenze der Werte welche 

D{(p (p) annimmt wenn <p irgendeine in B zweimal stetig differenzierbare 
am Rande verschwindende Funktion ist welche den Bedingungen (19) 
(24) genügt Dann ist 2^ gleich dem Maximum welches d[vi 
bei beliebiger Wahl der annehmen kann Das Maximum wird 

erreicht für v-^ = cp — 

In diesem Satz kann man die Voraussetzungen noch ein wenig 
erweitern Nach einer in der Variationsrechnung viel verwandten 
Schlußweise kann man namhch eine jede stetige abteilungsweise stetig 
differenzierbare Funktion beliebig genau approximieren und daraus 
ergibt sich die Gültigkeit des Satzes auch für solche Funktionen 
klassen (p die zwar stetig aber nur einmal abteilungsweise stetig diffe- 
renzierbar sind 

Diesen Satz koppelt man nun nach Courant mit folgendem all 
gemeinen Prinzip Man stelle sich vor daß man zur Konkurrenz nur 
solche Funktionen zulaßt welche außer den ihnen bisher auf erlegten 
Bedingungen noch einigen weiteren genügen Innerhalb dieser engeren 
Klasse von Funktionen cp werde das Maximum jener unteren Grenze 
gesucht Für eine engere Funktionenklasse kann aber die untere Grenze 
nicht kleiner sein als für die weitere Funktionenklasse und daher 
kann das Maximum der unteren Grenze nicht abnehmen Ebenso 
nimmt das Maximum der unteren Grenze nicht zu wenn die Kon 
kurrenzbedingungen für cp erleichtert werden d h wenn umfassendere 
Funktionenklassen zur Konkurrenz zugelassen werden 

Aus diesen Betrachtungen kann man nun den Schluß ziehen, daß 
bei Vergrößerung des Gebietes die Eigenwerte nicht zunehmen Betrachtet 
man namhch zwei Gebiete ßi und B^ von denen das zweite ein Teil 
des ersten sein möge und die beide den bisher immer gemachten Voraus 
Setzungen genügen mogen^ Dann können die in B^ zweimal stetig 
differenzierbaren Funktionen cp welche am Rande von B^ verschwinden, 
offenbar aufgefaßt werden als Funktionen welche in dem größeren 
Gebiete abteilungsweise stetig differenzierbar sind dazu aber am 
Rande von Bg nicht zu Bg gehörigen Teile von B^ ver 

schwinden Das ist eine engere Funktionenklasse aR die zur Definition 

^ Man vgl z B Fußnote ^ auf S 381 
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der Eigenwerte für benutzte Daher sind die Eigenwerte des kleineren 
Gebietes sicher nicht kleiner als die Eigenwerte des größeren Genauer 
der n fe Eigenwert des kleineren Gebietes ist nicht kleiner als der n te 
Eigenwert des größeren Gebietes 

Man kann diesen Schluß für den Fall verallgemeinern daß jenes 
Teilgebiet von nicht aus einem Stucke sondern aus mehreren punkt 
fremden Teilgebieten von B^ besteht Für dieses aus mehreren Teilen 
bestehende Gebiet erhalt man aber die Eigenwerte als Gesamtheit der 
Eigenwerte der einzelnen Teilgebiete Somit ist der n te Eigenwert 
des großen Gebietes nicht großer als die n te Zahl in der Reihe der 
der Große nach geordneten Eigenwerte der Teilgebiete 

Anders gewendet kann man sagen Du Anzahl der unterhalb einer 
Schranke X hegenden Eigenwerte eines Gebietes B ist nicht kleiner als die 
Summe der entsprechenden Anzahlen für eine Menge irgendwie gewählter 
punktfremder Teilgebiete Zerlegt man insbesondere B durch stetig 
differenzierbare Jordankurven m eine Anzahl v von Teilgebieten und 
bezeichnet mit A{X) die Anzahl der zu B gehörigen Eigenwerte die 
unter A liegen mit -4^ (A) die Anzahl der zum k ten Teilgebiet gehörigen 
Eigenwerte die unter A liegen so ist nach dem bewiesenen 

(23) +^‘(A)^^(A) 

Wir schheßen die Feststellung an daß der n te Eigenwert sich stetig 
mit dem Gebiete ändert Dabei wird unter emei Gebietsanderung untci 
e eine Abbildung 

X* = x-\- g{^ y) 

y = y -\-h{x ly) 

des abgeschlossenen Gebietes B auf ein anderes B' verstanden dit jeden 
Punkt um weniger als s aus seiner Lage verschiebt und bei der sich 
die ersten Ableitungen von g und h von den ersten Ableitungen von 
X und y selbst um weniger als e unterscheiden Dabei unterscheidet sich 
also die Funktionaldetermmante der Abbildung von 1 um weniger als 
eine mit s gleichmäßig in B gegen Null strebende Zahl o (1)^ Jede 
in B erklärte Funktion geht bei der Abbildung in eine in B' erklärte 
über und das DiRiCHLETsche Integral der in B erklärten Funktion (p 
unterscheidet sich von dem DiRiCHLETschen Integral der in B' erklärten 
transformierten Funktion (p nur durch einen Faktor der nach 1 strebt, 
wenn e 0 konvergiert Wenn namheh M die Funktionaldetermmante 
bedeutet so wird 


JBf 


+ 


dy V'*’ dy)] J \M\ 


{M = (1 -f g-j,) (1 -f- Äy) — g, Ä„) 


^ Damit soll immer eine mit e gegen Null strebende Zahl bezeichnet werden 
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03(9^. p) - ( 1 ö ( 1 ) 

B' -B' 

= (1 + o{l))Ds,((p.<P) + o(l)^jj},^,dx’dy'. 


Nun ist aber 




Dsif. 9>) = {l + o{l))Ds,{(p, cp). 


Ferner wird bei der Transformation 

l3 Bf 

(pVfdxdy —jj (i= 1 , 2 ,...,» — 1 ). 

B' 

Nun ersetze man die Funktionen Vi durch 1 Af | “^ = v[ und multi¬ 
pliziere 9 mit einem für e -> 0 wenig von 1 verschiedenen konstanten 
Faktor — so entstehe 9 ?' — daß wieder 

(p'^do(fdy 

Bf 

(p'vidx'dy = 0 (i= l,2,...,w-l) 

Bf 

gilt. Dann wird 

Db 9 ?) == (1 + 0 ( 1 )) Djß, {(p\ (p '). 

Da nun aber weiter mit den auch die v[ alle möglichen Systeme 
zweimal stetig differenzierbarer Funktionen durchlaufen, so kann sich 
das Maximum der unteren Grenze der rechten Seite von dem der linken 
nur um einen Faktor unterscheiden, der nach 1 strebt, wenn e->0 
rückt. Damit ist die stetige Änderung der Eigenwerte mit dem Gebiet 
erkannt. 

Die gewonnenen Ergebnisse werden wir nun für die Frage einer 
Abschätzung des n-ten Eigenwertes dadurch ausnützen, daß wir das 
Gebiet durch andere, bequemer zugängliche approximieren. Als solche 
bieten sich Quadratpackungen dar. Wir werden nämlich jetzt gleich 
sehen, daß man für solche aus aneinandergelegten Quadraten auf gebaute 
Bereiche die Eigenwerte leicht abschätzen kann. 

Vorher muß indessen noch auf eine Verallgemeinerung hingewiesen 
werden, deren Beweis dem hier vorgeführten durchaus analog ist. 

Biebkrbach, Differentialgleiohuhgen. 3. Aufl. 25 
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Diese Verallgemeiilerung bezieht sich auf die zweite Randwertaufgabe 
bei der das Verschwinden der Normalableitung am Rande gefordert 

wird Die A-ten Eigenwerte können auch bei diesem Problem ganz 
analog durch Extremaleigenschaften charakterisiert werden Die be 
treffenden Satze lauten ganz analog wie bei der ersten Randwert 
aufgabe nur daß der Funktion (p stets die zweite Randbedingung auf 
zuerlegen ist 

Etwas mehr Aufmerksamkeit müssen wir auf die Größenänderung 
der Eigenwerte bei Änderung des Gebietes verwenden ln der Tat 
hegen die Verhältnisse durchaus anders wie bei der ersten Randwert 
aufgabe 

Das Gebiet B werde durch gewisse stetig differenzierbare Jordan 
Kurven in eine Anzahl Teilgebiete zerlegt Dann %st der n te Eigen 
wert der zweiten Randwertaufgabe des ganzen Gebietes nicht kleiner 
als der nie Wert in def Reihe der der Große nach geordneten entsprechenden 
Eigenwerte aller dieser Teilgebiete Wahrend bei der Bestimmung von 
Kl Vergleichsfunktionen außer dem Verschwinden der Normal 

ableitung am Rande von B die zweimalige stetige Differenzierbarkeit 
m B verlangt wird lasse man jetzt zum Vergleich alle Funktionen zu 
die zwar m den Teilgebieten B^ stetig und abteilungsweise stetig differen 
zierbar sind und deren Normalableitung an den Rändern aller Teil 
gebiete verschwindet Beim Übergang von emem Teilgebiet in em be 
nachbartes dürfen sie also einen Sprung erleiden^ Das zu diesem 
erweiterten Bereich von Vergleichsfunktionen gehörige Maximum der 
unteren Grenze sei A" Dann ist jedenfalls nach S 383 A^'^A„ Die 
Zahl A^ erweist sich als die n te Zahl in der Reihe der Eigenwerte der 
Bl Sie ist also nicht großer als der n te Eigenwert des Gesamtgebietes 
B Das Ergebnis kann man auch so aussprechen 

(^4) AtiX)+ +^?(A)^A*(A) 

Hier ist -4*(A) die Zahl der Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe 
von Bj, welche unter A hegen v ist die Zahl der Teilgebiete A*(A) 
ist die Anzahl der Eigenwerte von B die unter A hegen 

Was weiter die stetige Abhängigkeit der Eigenwerte vom Gebiet 
anlangt so muß man bei der Übertragung dieses Satzes auf die zweite 
Randwertaufgabe dafür Sorge tragen daß die Randkurven der approxi 
mierenden Gebiete sich auch in ihren Richtungen approximieren Dann 
laßt sich der Satz wieder übertragen 

Wir sind nun auch imstande die zu verschiedenen Randwert 
Problemen gehongen n-ten Eigenwerte mitemander zu vergleichen Hier 

1 Die Funktionen dieser erweiterten Klasse können daher — anders wie bei 
der ersten Randwertaufgabe — nicht durch Funktionen der engeren Klasse be 
hebig genau approximiert werden 
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gilt der Satz daß der n te Eigenwert ier ersten Randwertaufgabe nie 
kleiner ist als der n te der zweiten Man nehme ein Teilgebiet B von 
B und sei sein n ter auf die erste Randwertaufgabe bezüglicher 
Eigenwert In dem Extremalproblem nun welches den n ten Eigenwert 
k^ der zweiten Randwertaufgabe für B charakterisiert werde der Funk¬ 
tion q> die zweite Bedingung auferlegt m B außerhalb von B' zu ver 
schwinden Dadurch wird das zugehörige Extremum nicht verkleinert 
Es ist aber mit dem Eigenwert identisch der sich also als nicht 
kleiner wie erweist Wenn man nun das Gebiet B hinreichend 
wenig von B verschieden wählt so ist auch von A„ beliebig wenig 
verschieden Also ist auch dieser n te Eigenwert von B bei der ersten 
Randwertaufgabe nicht kleiner als der n te Eigenwert von B bei der 
zweiten Randwertaufgabe Ist A[X) die Zahl der Eigenwerte der ersten 
Randwertaufgabe unter A A*{X) die Zahl der Eigenwerte der zweiten 
Randwertaufgabe unter A so kann man das Ergebnis durch 

(25) 4(A)^A*(A) 

äusdruckcn 

Nun sind wir gerüstet um zur Abschätzung der Eigenwerte zu 
schreiten 

Wir hatten schon auf S 379/380 die zur ersten Randwertaufgabe 
gehörigen Eigenfunktionen des Quadrates von der Kantenlange 1 be 
stimmt Durch ganz analoge Betrachtungen wurden wir bei einem 

Quadrat der Kantenlange a die sm sin - — als Eigenfunktionen 

und die Zahlen ^ {l^ + m^) I m = 1 2 ^ als Eigenwerte finden 
Als Eigenfunktionen der zweiten Randwertaufgabe findet man auf dem 
gkichenWeg md $ {i« + »l ! «-0 1 2 

Sind die zugehörigen Eigenwerte Die Zahl der Eigenwerte die kleiner 
als A sind ist also mit der Zahl der ganzzahligen Losungen der Un¬ 
gleichung ^ 

l^ + m^< A-£y 

identisch Dabei sind bei der ersten Randwertaufgabe nur solche 
Losungen zu nehmen deren ganze Zahlen beide großer als Null sind 
Bei der zweiten Randwertaufgabe sind dagegen alle nichtnegativen 
Werte zu nehmen Die Anzahlen A[X) und A*{X) kann man leicht 
schätzungsweise bestimmen Man findet 

A(X) + und A*ß) = 

Dabei ist c eine von a und A unabhängige Zahl ^ und liegen zwischen 
— 1 und + 1 Das erkennt man etwa so Man denke sich in einem 
rechtwinkligen Koordinatensystem die Geraden parallel zu den Ko- 

25* 
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ordinatenachsen gezeichnet welche diese Achsen in ganzzahligen Punk 
ten treffen Die Schnittpunkte dieser Geraden sind die Punkte mit 
ganzzahhgen Koordinaten Wir wollen sie ubhcherweise Gitterpunkte 
nennen Die Frage ist nun wieviele Gitterpunkte innerhalb des ersten 

Quadranten im Kreise vom Radius hegen und je nachdem ob 

es sich um A*[X) handelt oder um A (A) sind die am Rande des Qua 
dranten gelegenen Gitterpunkte mitzuzahlen oder nicht Betrachten 
wir erst den Fall A*(A) Die Anzahl ist kleiner als der vierte Teil aller 
im Kreise gelegenen Gitterpunkte Diese Anzahl ist nun aber gleich 
der Anzahl derjenigen Gitterquadrate welche ganz dem Kreismneren 
angeboren Diese Anzahl ist aber gleich dem Kreisinhalt vermindert 
um die Anzahl derjenigen Quadrate welche Punkte mit der Kreis 
Peripherie gemem haben Diese Anzahl ist aber höchstens gleich dem 
Kreisumfang dividiert durch die Kantenlange des Quadrates die aber 
hier Eins ist Daraus fließt sofort die für A*{X) angegebene Formel 
Im Falle A (A) smd außerdem noch die auf den Koordinatenachsen ge 
legenen Gitterpunkte abzuziehen deren Anzahl aber höchstens dem 
Radius des ICreises gleich ist und das gibt wieder nur eine Anzahl von 
der Groß nordnung afx So folgt auch die für A (A) gegebene Formel 
Nun betrachten wir ein Gebiet das aus v Quadraten der Kanten 
lange a aufgebaut ist Diese Quadrate seien Qj, und Ak[X) und ^^(A) 
seien die zugehörigen Anzahlen Dann ist nach (23) (24) 

^Qi W + + Aq^(X) ^ A (A) 

+ "+ ^ A*ß) 

Andererseits ist nach (25) Aß) ^ A*ß) Also haben wir 

W "t" “h ^^ß) ^ + ”1" Aq (A) 

Daraus folgt aber 

^(A) = j^A + 0C«l/I 


Hier ist / der Flächeninhalt des Gebietes C wieder eme feste von u 
und A unabhängige Zahl O aber liegt zwischen — 1 und + 1 

Denkt man nun daran zuruck daß die Eigenwerte stetig vom Ge 
biete abhangen und daß man jedes Gebiet durch eine Quadratpackung 
approxinueren kann so ergibt sich für jedes Gebiet vom Inhalt / bei 
der ersten Randwertaufgabe 


luniö. ' 


^7t 


Erwähnt sei noch daß diese asymptotische Formel unverändert auch 
für die Eigenwerte der zweiten Randwertaufgabe gilt daß sich also 
im asymptotischen Verhalten der Eigenwerte die verschiedenen Rand- 



389 


§ 4 Verallgemeinerungen 

Wertaufgaben gar nicht unterscheiden Dieser Satz ist analog dem, den 
wir auf S 173 für die Eigenwerte Sturm LiouviLLEscher Randwert¬ 
probleme bewiesen haben 


§ 4 Verallgemeinerungen 

Die im vorstehenden gewonnenen Ergebnisse sind in vieler Be¬ 
ziehung typisch Man kann sie zu erweitern suchen z B durch Ver¬ 
allgemeinerung der zugrunde gelegten elliptischen Differentialgleichung 
aus der wir ja immer die Glieder mit den ersten Ableitungen weg¬ 
gelassen haben Ferner sind Verallgemeinerungen möglich durch Heran 
Ziehung aEgemeiner Bereiche da wir uns ja bisher wesentlich a^ ein 
fach zusammenhängende nicht zu kompliziert berandete beschrankt 
haben Endlich kann man an die Betrachtung allgemeinerer Randwert 
Probleme herantreten Wir haben uns ja im allgemeinen auf das erste 
beschrankt und nur gelegentlich andere erwähnt Die Ergebnisse die 
sich m diesen anderen Fallen erzielen lassen sind 
die gleichen wie wir sie in unseren Fallen gewonnen haben Methodisc 
verlangen die aUgemeineren Probleme manch anderes Hüfsinittel 
Sukzessive Approximationen fuhren nun in gewissen Fallen z ei 
genügend kleinen Bereichen zum Ziel Zugkräftiger ist diese Methode 
bei gewissen nichthnearen Differentialgleichungen vom elliptischen 
Typus aus denen ich z B die vielbehandelte dw = e“ nennen 
mochte Das alternierende Verfahren bleibt gleichfalls anwendbar 
Aber erschwert wird immer alles durch die Möglichkeit dab ge 
rade für die vorgelegte Differentialgleichung das betreffende Randwert 
Problem nicht lösbar ist Das hangt mit den Eigenwerten zusammen 
die man erhalt wenn man in die Differentialgleichung noch einen 
Parameter emfuhrt Die Theorie der Integralgleichungen oder die 
Methode der unendlich vielen Variablen fuhrt hier überall zürn Ziel 
sobald man sich nur m diesen allgemeineren Fallen ein Fundarnen 
geschaffen hat das in der direkten Behandlung einer Differential 
gleichung vom Typus 


L{u) 


A I du , du 


0 


besteht Hier ist die erste Randwertaufgabe genau wie bei /Im =0 
stets lösbar man erhalt eine GREENsche Funktion und kann dann an 
die allgemeinere Differentialgleichung 

I, (m) -\- CU d = 0 

beispielsweise mit der Methode der Integralgleichungen erfolpeich 
herangehen Der allgemeinste Satz den man bisher für L{u) — 0 
erhalten hat ist dieser Vorgelegt sei ein beschrankter irgendwie — 
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nur niemals durch einzelne isolierte Punkte^ — begrenzter Bereich B 
In einem Kreise der diesen Bereich umfaßt sei eine zweimal stetig 
differenzierbare Funktion cp{x y) gegeben die also am Rande des Be 
reiches B gewisse Werte annimmt Dann besitzt diese Gleichung L (w) = 0 
genau eine im Bereiche B zweimal stetig differenzierbare Losung die 
im Bereiche und an seinem Rande stetig ist und am Rande mit der 
gegebenen q> ubereinstimmt Man verdankt dies Ergebnis wesentlich 
Lebesgue und Lichtenstein (vgl z B des letzteren zusammenfassende 
Darstellung in Bd 15 der Sitzungsberichte der Berhner mathematischen 
Gesellschaft) Kürzlich hat Feller^ durch Heranziehung differential 
geometnscher Begnffsbildung gezeigt wie man die Theorie beliebiger 
linearer elhptischer Differentialgleichung ganz parallel zur Theorie 
der Potentialgleichungen entwickeln kann Für den Satz daß boi be 
liebigen (mchtlinearen) elliptischen Differentialgleichungen jede im ab 
geschlossenen Bereich stetige Losung durch ihre Randwerte eindeutig 
bestimmt ist hat kürzlich Eberhard Hopf in einer schonen Arbeit 
einen überaus einfachen Beweis angegeben (Sitzungsborichte der preuß 
Akademie der Wissenschaften 1927) 

Für die zweite und dntte Randwertaufgabe laßt sich bei der Diffe 
rentialgleichung L(u) =0 kein ganz so glattes Ergebnis aussprechen 
weil für sie schon das Problem unlösbar sein kann Statt dessen ist es 
dann naturheh für jede zugehörige inhomogene Gleichung lösbar wie 
das Ja zu erwarten ist 

Will man die Theorie von (1) an die von anschließen 

so wird unter Verwendung der Formel (16 ) von S 377 auf die Integro 
dl fferenhalgleichung 

M = —y I n)\<^y^ ■‘th~-\-cu-\-d\^dxdy 
geführt 

^ Z B gibt es keine in 0 <i reguläre Potentialfunktion die m 

dem Kreis ^ 1 stetig ist für 

;»? = y = 0 versckwindet Zu jedem €>0 gehörte dann nämlich ein (6) so daß 
die Funktion für at® + y* = einen Betrag unter e hätte Daher wäre sie in dein 
Ring rl < y + y® < 1 kleiner als die Potentialfunktion 

(1 + ri) log fo ' 1 +») “ ® 

und großer als die Potentialfunktion 

“(l + or) logfo 

Beide haben auf a?® + y® = 1 den Wert 1 Auf at® + y® =: hat die erste den 
Wert e die zweite den Wert — e Für e^O gilt ro0 Für jedes streben 

aber beide Funktionen nach Null Also muß auch die zwischen beiden gelegene 
gesuchte Potentialfunktion an jedem inneren Punkte des Bereiches verschwinden 
® Math Ann Bd 102 (1930) 
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IV Kapitel 

Parabolische Differentialgleichungen 

§ f Existenz und Umtat der Losungen 

Die Theorie der parabolischen Differentialgleichungen ist bei weitem 
nicht so dnrchgearbeitet und entwickelt wie die der hyperbolischen 
oder die der elliptischen Schon bei den einfachsten Fragen der Exijenz 
und Unitat stoßt man auf unerledigte Probleme Ich will mich im 
folgenden damit begnügen an Hand der Differentialgleichung er 
linLen Warmeleitung einen Einblick in die Verhältnisse zu geben 
Es ist dabei keine Beschränkung der Allgemeinheit wenn ich die 
Differentialgleichung 


zugrunde lege Charakteristiken sind jetzt die Geraden t - konst Die 

Analogie der hyperbohschen Differentialgleichungen legt die folgende 

Frage nahe Man betrachte einen Bereich B wie ihn 

Abb 21 zeigt Er ist außer durch eine Charakteristik 

noch durch emen Kurvenbogen L begrenzt Nach den . 

allgemeinen Existenzsatzen ist eine Losung der Glei 

chung (1) jedenfalls bestimmt wenn man einen nicht / 

charakteristischen Anfangsstreifen vorgibt Die Losung l 

muß also bestimmt sein wenn man längs X die Werte 'k 

von u und von vorschreibt Zunächst will ich auf \ 
einen merkwürdigen Umstand hmweisen welcher der 

Stellung der parabolischen Differentialgleichung zwi - 

sehen den hyperbohschen und den elliptischen ent add 21 

spricht Es reichen nämlich manchmal die Werte von 
u selbst längs der Kurve hm um die Losung zu bestimm^ faUs 
man noch die Zusatzforderung steUt daß sie in dem von der Kurvt X 
und der Charakteristik begrenzten Bereiche und auf seinem Rand 
zweimal stetig differenzierbar sein soll Auf der Charakteristik ha 
man also ebensowenig wie bei den elliptischen Gleichungen e was vor 
zuschreiben Dort sind ja auch die Charaktenstiken imaginär Mer 
dings ist die Losung durch ihre Werte auf X nur in einem besonnen 
Fall bestimmt nämlich dann wenn die Kurve wie in der Abbüdung 
hnks von der Charakteristik hegt Liegt sie rechts so ist die Losung nicht 
bestimmt Nach Volterra dem man diese Bemerkung verdankt be 
weist man die Unität der Losung im ersten Falle (Abb 21) folgender 
maßen Man nehme an es gäbe zwei Losungen die im abgeschlossenen 
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Bereite regulär smd und auf L die gleichen Werte haben^ Dann 
verschwdet il^e Differenz « auf i und genügt im abgeschlossenen 
Bereiche der Gleichung (1) Demnach ist 



du \ 


dt) 


=jj- 

£ 

t B 

Daher muß « = 0 sein auf der Charakteristik und = 0 im Bereiche 
Also ist w = 0 im Bereiche 

Anders im zweiten Falle Dann erscheinen die obigen Randintegrale 
imt entgegengesetzten Vorzeichen und man kann daher nicht den 
gleichen Schluß ziehen Betrachten wir z B die Losung 

u == COS X e"“* — J cos 2 x 

der Gleichung (1) Sie verschwindet auf der Kurve 

3 ® 2 cos r 

Ein Stuck derselben ist in der schematischen Abb 22 zur Anschauung 

gebracht 

In den physikahschen Proble¬ 
men der Warmeleitung sind es an¬ 
dere Randwertprobleme die im 
Vordergrund des Interesses stehen 
Dort handelt es sich um die Warme- 
leitung m emem längs der x Achse 
erstreckten hneaxen Leiter In die¬ 
sem Leiter ist u = f [x) für ^ = 0 
vorgeschrieben 

Handelt es sich außerdem um 
einen bei x = 0 und x = l begrenzten 
Leiter so ist weiter noch der War- 
, i. , mezustand an den Enden für alle 

^iten vorgeschneben also z B «(0 0=9^^ u{l t)=rp(f) Durch 
diese Anfau gsbedmgungen ist im begrenzten Leiter die Losung ein 
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§ 2. Der lineare begrenzte Leiter. 

deutig bestimmt, falls wieder angenommen wird, daß sie in einem 
abgeschlossenen! Bereich 0 ^ ^ 0 ^ ^ T mit ilnen Ableitimgen 

der beiden ersten Ordnungen stetig ist. Ob es stets eine den Bedmgungen 
genügende Lösung gibt, soU uns hernach erst, im Anschluß ^ die Me¬ 
thoden zu ihrer wirklichen Aufstehung beschäftipn. Hier soll nun erst 
die Unität der Lösung erörtert werden. Man beweist sie folgendermaßen. 
Gäbe es zwei Lösungen gleicher Anfangs- und Randbedingungen, so 
wäre auch die Differenz eine Lösung, welche nun an den Leiterenden 
für alle Zeiten verschwindet und welche auch für i = 0 verscl^nde . 
Diese Differenzlösung werde mit u bezeichnet. Man betrachte das 


Integral 



Demnach ist ^ 0 und weil /(O) = 0 ist, so wäre / ^0. Nach 
Formel (2) ist aber / ^ 0. Also muß 7=0 sein. Also ist « sO. 

§ 2. Der lineare begrenzte Leiter. 

Ähnlich wie bei der schwingenden Saite bedient man sich am ^sten 
der Methode der Partikularlösungen, um in dem letztbehandelten Kmd- 
wertproblem neben einem Beweis für die Existenz der Lösung au^ diese 
selbst sofort zu gewinnen. Machen wir nämlich in (1) den Ansatz 

u^v{x)w {t ), 

so erhalten wir 

v" _ w 

w 

und <iab(»r muß CS eine Konstante A geben, so daß 

v" +Xv = 0, 


ist. Somit sind die Funktionen 

u = {aiCosfJx + azSm'(Jx)e->‘* 

1 Gilt die Voraussetzung nur im gegen t = 0 Umtats¬ 

satz nicht richtig. Vgl. Doexsch: Math. Zeitschr. Bd. 22. S. 299. 1926. 
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Losungen Sollen sie für a; = 0 und für x = l bei beliebigem t ver 
schwinden so muß «1 = 0 A=-^(«=0 1 2 ) sein Durch 

Addition mehrerer Losungen erhalt man neue Losungen Also ist 

u{x t) e 

eine Losung immer dann wenn diese Reihe samt ihren in der Diffe 
renüalgleichung vorkommenden Ableitungen für 0 ^ ä: ^ 1 und ein ge 
wisses t Intervall gleichmäßig konvergiert Diese Losung passe man 
nun dem Anfangszustand an Für < = 0 sollte u{x 0) = f[x) sein Das 
liefert die Gleichung 

i{x) =^c„sin~y-, 

und wir haben wieder Anschluß an die Theorie der FouRiERschen 
Reihen 

Wenn die Enden nicht ständig auf der Temperatur Null gehalten 
werden sondern wenn etwa an dem Ende ä; = 0 die konstante Tem 
peratur Uq an dem Ende x die konstante Temperatur u-^ vorge 
schrieben ist so fuhrt der Gedanke daß sich nach hinreichend langer 
Z^^it eine proportionale Temperaturverteilung emstellen wird dazu die 
Losung in der Form 

w = «^0 + 

anzusetzen Da aber wie man sofort sieht 

^0 + -y (% — Wq) 

selbst eme Losung ist so genügt v der gleichen Differentialgleichung 
und wir smd auf das gerade behandelte Problem zumckgekommen 
Denn v muß bei ä; == 0 und bei x =^1 für alle Zeiten verschwinden 


§ 3 Der unbegrenzte Leiter 

Hier soll längs der ganzen unbegrenzten x Achse eine stetige Funk 
tion gegeben sein und es fragt sich ob man stets eine Losung 
von (1) finden kann für die u{x 0) = / [x) ist und weiter ob diese 
Losung eindeutig bestimmt ist Man bedient sich einer Erweiterung 
der Methode der Partikularlosungen und schließt so Die Funktion 


u = -pe 

Tt 


X 

' 4^ 


genügt jedenfalls der Differentialgleichung Daher ist auch 

1 (*-i) 


/(« 




4t 



§ 3 Der unbegrenzte Leiter 


3<^5 


eine Losung XJncl dälicr durfte 


u{x t) 


-f 00 


4« 




der Differentialgleichung genügen Tatsachheh kann man nun wie ich 
hier nicht naher ausfuhren will unter der Voraussetzung eines stetigen 
und beschrankten i[x) beweisen daß diese Funktion der Differential 
gleichung genügt und daß für ^ 0 gilt 

—• a. 

Unser Problem wäre damit gelost Aber die Unitat der Losung die 
man nach physikalischer Analogie vermuten mochte bleibt unbewiesen 
und ist auch nach der im vorigen Paragraphen benutzten Methode 
jedenfalls nicht ohne weitere Einschränkungen für die Anfangsfunktion 

i(%) zu beweisen , , 

Ähnlich gelingt es auch das im ersten Paragraphen schon erwähnte 

Problem der durch einen Anfangsstreifen bestimmten Losung zu losen 
Wir knüpfen also wieder an den dort in Abb 21 dargestell^n Bereic 
an und werden zunächst eine GREENsche Formel für den Bereich ge 
Winnen Wir bezeichnen 

0/1 ^“ — 


und nennen 


dh . dl 
ra ’T' 


^ (^) = äF“ f Ft 

den adjungiertcn Differcntialausdruck Dann ist 

^j{v ü(u) — um(v)) dt = {vu„ — uv^ 


d{uv) 

dt 




= J {vu^ — dt ^uv ^uv di 

t 


r 




Nun wähle man als u eine Losung von £(«) =0 und für v eine 
noch naher festzulegende Losung von 9!K(ti) =0 Dann wird 

Juvdi = J{vu.^ 

t 

Kann man nun die Losung v so wählen daß 


Mfjj) dr + f uv di 


lim (uv di ^ u{x t) 

wird so gewinnen wir eine Formel die unser Problem lost Wir wählen 
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nach den Erfahrungen zu Beginn dieses Paragraphen 


v{S r) == 


1 

2 — t) 




Wirkhch laßt iidi dann bei stetiger Funktion t) =/{|) 
weisen 

Daher finden wir 


(3) be 


r 

du 

Es fallt auf daß hier auch die Ableitung vorkommt wahrend doch 

im Falle der Abb 21 die Losung schon durch ihre Werte auf L be 
stimmt war Aber unsere Formel gilt ja allgemein also auch für den 
Fall der Abb 22 wo die Kurve L rechts von der Charakteristik hegt 
Offen bheb bisher noch die Frage ob man im Falle der Abb 21 
auf der Kurve L die Werte der Losung als stetige Funktion b el iebig 
vorschreiben kann so daß dazu immer eme im Gebiete reguläre Losung 
dieser Randwerte gehört Ich fuge an daß der Beweis für die Existenz 
dieser Losung unter gewissen Annahmen über L von Holmgeen^ 
von E E Levi® und M Gevee\s unter Heranziehung von Integral 
gleichungen erbracht wurde 

Neuerdings hat W Sternberg* die S 376 erwähnte PERRONsche 
Methode der Ober und Unterfunktionen übertragen® 


* Ark mat Bd 3 4 5 Ann di mat Folge 3 Bd 14 

® Liouv Journal (6) 9 * Math Ann Bd 101 1929 

® Vgl auch F Bernstein u G Doetsch und G Doetsch Math 7.A ,tc^v,r 
Bd 22 1925 



N amenverzeichnis. 

Die Zahlen geben die Seiten an. 


Abel 57. 

AMPitRB 346. 

Bauer 336. 

Bendixson 79, 97, 101, 
104ff. 

Bernoulli 12, 13. 
Bernstein 396. 

Bessel 185ff., 219, 247. 
Bianchi 27. 

Bieberbach 74, 90, 336. 
Birkhoef 114,116,191 ff., 
213. 

Bolza 193, 194, 198. 
Borel 83, 

Bramforth 114. 

R. Brauer 197. 

Brouwer 92, 201. 
Carathäodory 94. 
Cauchy 46, 46, 47, 49, 
90, 271. 

Clairaut 21, 22, 24, 70, 
71, 118, 287, 36L 
Courant 189, 193, 315, 
318, 380ff. 

Grelle 25, 238. 
DiRICHLET 376 ff. 
Doetsch 392, 393, 396. 
Dulac 113. 

Emde 147. 

Euler 26, 46, 46, 47, 
49, 68, 116 191, 325. 
Feller 390. 

Fourier 183, 365, 380 
Fredholm 191. 

Fuchs 130, 220ff. 
Gevrey 396. 

Goursat 316, 322, 343, 
348. 

Green 161, 190, 367 ff, 
Haar 276* 


Hamilton 290 ff. 

Hermite 132. 

Hilb 234, 238. 

Hilbert 189, 190, 193, 
235. 376, 378. 

Holmgren 396. 

E. Hopf 390. 

Jacobi 67 , 236 ff. 

Jahnke 147. 

Jordan 82, 116, 332, 386* 
Kamke 24, 251, 263. 
Kellog 366. 

Keräkjarto 201. 

Klein 68, 234. 

H. Kneser 71. 

I Knopp 253, 261. 

Koch 216, 238. 

H. König 66. 

Kutta 64, 65. 

Lagrange 24, 161, 162, 
181, 246. 

Laplace 246, 363. 
Lappo-Danilevski 235. 
Laurent 209 ff. 
Legendre 189, 236 ff. 
Lebesgue 93, 390. 

Levi 396. 

Le Roux 376. 
Lichtenstein 390. 

LiE 27, 66ff., 68. 
Liebmann 24. 

Lindelöf 132, 139. 
Liouville 26, 26, 158ff. 
378, 389. 

Lipschitz 28, 36, 45, 46, 
70, 92, 115. 
Malmquist 131. 

Mayer 278, 311» 314. 
MiE 32. 

Monge 346. 

Morse 200. 


M. Müller 71. 

Osgood 71. 

Painlev]^ 131, 206. 

Peano 32. 

Perron 32, 97, 113, 238, 
376, 396. 

Picard 130. 

Plemelj 236. 

PoiNCARÄ 79, 92, 93, 94, 
109. 116, 132, 206, 

326. 

PoissoN 370 ff. 
Pringsheim 90. 

Prüfer 168, 189, 238. 
Remeck 376. 

Riccati 26, 26, 27, 130, 
131, 132. 166, 166. 
Riemann 224, 230. 235, 
364ff. 

Rouchä 116. 

Runge 64, 66. 

Scheffers 27. 
Schlesinger 213. 

E. Schmidt, 83, 179, 191, 
318, 381 

R. Schmidt 253, 261. 
Schwarz 370, 374. 
Signorini 196. 

Simpson 63. 

Sternberg 396. 

Sturm 168ff., 378, 389. 
Tamarkine 71. 

Taylor 64. 

I Thomä 238. 

Urysohn 202. 

ViTALI 248. 

VOLTERRA 391. 

Watson 249. 

Weyl 380. 

Weierstrass 90, 376. 
Whittaker 249, 332. 



Sachverzeichnis 

Die Zahlen geben die Seiten an 


Abgeschlossenheit 176 
adjungierter Differentialausdruck 161 
affin 66 

akzessorische Parameter 224 234 
allgemeines Integral 19 
analytische Fortsetzung 227 
Anfangsbedingung 32 
asymptotische Integration 238 
außerwesentliche Singularität 211 
automorphe Funktionen 231 
Bernoullische Differentialgleichung 12 
Beruhrungstransformation 317 
bewegliche Singularität 206 
BEssELsche Differentialgleichung 185 
219 247 

— Funktion 186 
Charakteristik 253 ff 342 ff 
charakteristische Gleichung 75 154 

— Streifen 267 

CLAiRAUTsche Differentialgleichung 20 
207 

DiRiCHLETsches Prinzip 375 
Eigenfunktionen 167 
Eigenwerte 167 

elliptische Differentialgleichung 352 
Entwicklungssatz 174 180 189 
Enveloppe 22 
Erweiterte Gruppe 59 
EuLERsche Gleichung der Variations 
rechnung 192 

— Transformation 324 
EuLERscher Polyedersatz 116 
exakte Differentialgleichungen 15 
Existenz der Losungen 27 210 
Extremalen 191 

Feste Singularität 206 
Flächenelement 261 
FucHssche Klasse 220 
Fundamentalgleichung 209 
Fundamentalsystem 160 217 
Geodätische Linien 203 ff 
gewöhnliche Differentialgleichung 1 
graphische Darstellung einer Differen 
tialgleichung 36ff 


graphische Integration 3 
GREENsche Formel 357 367 

— Funktion 161 367 
Grenzzykel 84 
Gruppe 66 

HAMiLTONsche Gleichung 290 
Hamilton jACOBische Theorie 308 
homogene Differentialgleichung 8 11 

hyperbolische Differentialgleichung 352 
hypergeometrischeDifferentialgleichung 
223 

— Reihe 226 
jACOBische Polynome 236 
Infinitesimale Transformationen 67 
Identität von Lagrange 161 162 
Integralgleichung 190 
Integralfläche 339 
Integralkurve 2 

Integration durch Potenzreihen 51 
integrierender Faktor 17 
Involution 284 
Isoklinen 33 

kanonische Differentialgleic hungcu 
308 

— Transformation 317 ff 
Kaskadenmethode 363 
Kettenlinie 146 
Klammerausdruck 284 
Knotenpunkt 72 
Kurvenscharen 13 

LAGRANGEsche Differentialgleichung 23 
LAPLACEsche Transformation 246 

— Differentialgleichung 247 

LEGENDREsche Polynome 236 
lineare Differentialgleichung 1 14S 

206 250 351 
Linienelement 3 

LipscHiTzsche Bedingung 28 36 70 
Losung 2 

Majorantenmethode 341 
Methode der unbestimmten Koeffi 
zienten 56 214 
Minimaxpnnzip 198 



Sachverzeichnis 


399 


Monge AMPiRESche Differentialglei 
chungen 356 
Monodromiegruppe 235 
Multiplikator 17 61 
Nebenpunkt 195 
Normalreihen 238 
normiert 168 

Ordnung einer Differentialgleichung 1 
orthogonal 168 179 
Oszillationstheorem 167 234 
Parabolische Differentialgleichung 352 
partielle Differentialgleichung 1 
partikulares Integral 22 
PoissoNsches Integral 370 
Polygonmethode 45 
Prinzip des Maximums 369 
projektiv 66 
Randwertaufgabe 157 
RiccATische Differentialgleichung 25 

130 131 132 155 

RiEMANNsche Integrationsmethode 

354ff 

RiEMANNsches Problem 235 
Runge KuxTAsche Formel 54 
Sattelpunkt 72 


Schnittfläche 202 
schwingende Membran 378 

— Saite 363 

selbstadjungierter Differentialausdruck 

152 

SiMPSONsche Regel 53 
singuläre Stelle 70 

— Losung 22 118 

Stelle der Bestimmtheit 211 
Streifen 266 337 
Strudelpunkt 74 

Sturm LiouvillescIic Dillereniialglei 

chung 158 160 

sukzessive Approximationen 27 ff 115f 
System von Differentialgleichungen 1 

34 332 

Tangentenfeld 2 

Trennung der Variablen 6 253 

Treppenpolygon 4 

Variation der Konstanten 11 129 

vollständiges Integral 279 

W Kurven 68 

wesentliche Singularität 211 
Wiederkehxbatz 92 
Wirbelpunkt 73 



Dmck von Oscar Brandstetter in Leipzig 



Aus der Sammlung 

Die Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften 

ln Einzeldarstellungen 

mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungsgebiete. Gemeinsam mit 
W. Blaschke, Hamburg, M. Born, Göttingen, C. Runge f» Göttingen 
herausgegeben von R. Courant, Göttingen 

ßd. 11 : Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 
Von Dr. Konrad Knopp, ord. Professor der Mathematik an der Universi¬ 
tät Königsberg. Zweite, erweiterte Auflage. Mit 12 Textfiguren. X, 
526 Seiten. 1924 . RM 27 .—; gebunden RM 28 ,— 

Bd, III: Vorieeungen Uber aligemelne Funktionentheorie 
und eiiiptleche Funktionen. Von Adolf Hurwitz f , weil, ord, Pro¬ 
fessor der Mathematik am Eidgenössischen Polytechnikum Zürich. Heraus¬ 
gegeben und ergänzt durch einen Abschnitt über Oeometrieche Funk-* 
Uonentheorle von R. Courant, ord. Professor der Mathematik an der 
Universität Göttingen. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 
152 Abbildungen. XII, 534 Seiten. 1929 . RM SS-—; gebundeii RM 34.80 
Bd. IV: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von 
Dr. Erwin Madelung, ord. Professor der theoretischen Physik an der Uni¬ 
versität Frankfurt a. M. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 20 Textfiguren. XIV, 
284 Seiten. 1925 . RM 13 . 50 ; gebunden RM 15 .— 

Bd. XI: Vdrieeungen Ober numerisches Rechnen. Von 
C. Runge, o. Professor der Mathematik an der Universität Göttingen, und 
H. König, o. Professor der Mathematik an der Bergakademie Clausthal. 
Mit 13 Abbildungen. VIII, 371 Seiten. 1924 . RM 16 . 50 ; gebunden RM 17.70 

Bd. XIII; Vorlesungen Uber Differenzenrechnung. Von NIele 
Erik NOrlund, ord. Professor der Mathematik an der Universität Kopen¬ 
hagen. Mit 54 Textfiguren. IX, 551 Seiten. 1924. 

RM 24 ,— : gebunden RM 25.20 
Bd. XVII: Analytische Dynamik der Punkte und starren 
Körper. Mit einer Einführung in das Dreikörperproblem und mit zahlreichen 
Übungsaufgaben. Von E. T. Whittaker, Professor der Mathematik an der 
Universität Edinburgh. Nach der zweiten Auflage übersetzt von Dr. F, und 
K. Mittelsten Scheid in Marburg a. d. Lahn. XII, 462 Seiten. 1924 . 

RM 21 .—; gebunden RM 22.50 
Bd. XIX: Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis. Von 
Q. Pölya, tit. Professor an der Eidgen. Technischen HochschuJ, Zöricb, und 
Q. SzegO, Privatdozent an der Friedrich-Wilhelms-Uni vef^tät Berlin. 
Erster Band: Reihen. Integralrechnung. Funktionentheoriet. XVI, 
338 Seiten. 1925 . RM 15 ,—; gebunden RM 16.50 

Bd. XX; Aufgaben und Lehrsätze aus der Analysis. Von 
G. Pölya, tit. Professor an der Eidgen. Technischen Hochschule Zürich, und 
Q. Szsgö, Privatdozent an der Friedrich-Wilhelms-Universität Berlin. 
Zweiter Band: Funktionentheorie, Nullstellen. Polynome. Defer- 
minanten. Zahlentheorie. X, 407 Seiten. 1925 . 

RM 18 —; gebunden RM 19.50 
Bd. XXIV; Vorlssungsn über die Entwicklung der Mathe¬ 
matik Im 10. Jahrhundert. Von Felix Klein. Teil I. Für den Druck 
bearbeitet von R. Courant und O. Nsugsbausr. Mit 48 Figuren. XIV, 
386 Seiten. 1926 . RM 21 .— ; gebunden RM 22 <fo 


Verlag von Julius Springer / Berlin 




Aus der Sammlung 

Die Qrundlehren der mathematischen Wissenschaften 
Bd XXV Vorlesungen über die Entwicklung der Mathema¬ 
tik im 19 Jahrhundert Von Felix Klein Teil JI Die Grund 
begiiffe der Invariantentheorie und ihr Eindringen in die mathe 
mansche Physik Für den Druck bearbeitet von R Courant und St 
Cohn Vossen Mit 7 Figuren X 208 Seiten 1927 

RM 12 — gebunden RM 13 50 
Bd XXVIII Der absolute Differentialkalkul und seine Anwen 
düngen in Geometrie und Physik Von TulllO Lsvi Civita, Profes 
sor der Mechanik an der Universität Rom Autorisierte deutsche Ausgabe 
von Adalbert Duschek Privatdozent der Mathematik an der Technischen 
Hochschule Wien Mit 6 Abbildungen XI 310 Seiten 1928 

RM i 960 gebunden RM 21 — 
Bd XXX Grundlagen der Hydromechanik Von Leon Lichten- 
stein, o o Professor der Mathematik an der Universität Leipzig Mit 54 lext 
figuren XVI 507 Seiten 1929 RM 38 — gebunden RM 3960 

Bd XXXI Foundations of Potential Theory By Oliver Dimon 
Kellogg« Professor of Mathematics in Harvard University Cambndge Mas 
sachusetts USA With 30 figures IX 384 Seiten 1929 

RM i 960 gebunden RM 2140 


Vorlesungen Uber Differential- und Integralrech- 

nun|| Von R Courant« o Professor an der Universität Gottmgen 
Erster Band Funktionen einer Veränderlichen Zweite ver 
besserte Auflage Mit 126 Textfiguren XIV 410 Seiten 1930 

Gebunden RM 18 60 

Zweiter Band Funktionen mehrerer Veränderlicher Mit 

88 Textfiguren VII 360 Seiten 1929 Gebunden RM 1860 

Die Differentialgleichungen des Ingenieurs Darstellung 

der für Ingenieure und Physiker wichtigsten gewöhnlichen und partiellen 
Differentialgleichungen einschließlich der Naherungsverfahren und mecha 
nischen Hilfsmittel Mit besonderen Abschnitten iiber Variationsrechnung 
und Integralgleichungen Von Professor Dr Wilhelm Hort« Oberingenieur 
der AEG Turbinenfabnk Pnvatdozent an der Technischen Hochschule zu 
Berlin Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage unter Mitwirkung 
von Dr phil W Birnbaum und Dr Ing K Lachmann Mit 308 Ab 
bildungen im Text und auf 2 Tafeln XII 700 Seiten 1925 
__ Gebunden RM 25 50 

Darstellung und Begründung einiger neuerer Er¬ 
gebnisse der Funktionentheorie Von Dr Edmund Lan 

daUi 0 0 Professor der Mathematik an der Universität Gottmgen Zweite 
Auflage Mit lo Tex tfiguren 122 Seiten 1920 RM 9 60 

Mathematische Schwingungslehre Theorie der gewöhn 

liehen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einiges 
über par^el^ Differentialgleichungen und Differenzengleichungen Von 
Dr Erich Schneider Mit 49 Textabbildungen VI 194 Seiten 1924 
___ RM 8 4 0 gebunden RM 10 — 

Mathematische Strömungslehre Von Dr Wilhelm MOiier, 

I^ivatdozent an der Technischen Hochschule Hannover Mit 137 Text 
abbilduDgen IX 239 Seiten 1928 RM 18 — gebunden RM 19 50 


Verlag-voii Julius S p r i n g e r / B e r 1 1 n 



